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Аннотация. В статье представлены математиче-

ские модели и результаты компьютерного модели-

рования колебательных процессов в планетарных 

виброприводах с кинематически неуравновешенной 

массой. Реализованный в виброприводах способ об-

разования колебаний позволяет регулировать в ши-

роком диапазоне частоту и амплитуду колебаний 

без изменения конструктивных элементов вибро-

приводов. Добавление в колебательную систему до-

полнительной неуравновешенной массы позволяет 

управлять и формой движения рабочих органов. 

Составленные ранее управляющие зависимости не 

учитывали динамические процессы в колебательной 

системе. Они были получены при статическом по-

ложении инерционных тел, когда пренебрегали 

смещением их продольной оси и, соответственно, 

влиянием этого смещения на параметры колебаний. 

Предложенные математические модели, представ-

ляющие собой дифференциальные уравнения отно-

сительного движения центра тяжести инерцион-

ного тела, учитывают возможные неустойчивые 

фазы в колебательном процессе и позволяют точно 

смоделировать движение центра масс при выбеге и 

в установившемся режиме. Представленные на ос-

нове предложенных математических моделей ре-

зультаты компьютерного моделирования колеба-

тельных процессов отражают преимущественные 

возможности рассматриваемых виброприводов в 

регулировании параметров колебания рабочего ор-

гана. Определены наиболее эффективные и удобные 

для использования управляющие параметры. Пока-

заны траектории движения центра масс системы 

при выбеге и в установившемся режиме, когда при 

различных управляющих параметрах получаются 

различные формы траектории.   
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Abstract. The paper presents mathematical models and 

computer simulation results for the oscillatory processes 

in planetary vibration motor with a kinematically unba-

lanced mass. The method of oscillation generation im-

plemented in vibration generators allows adjusting the 

oscillation frequency and amplitude without changing 

design elements of vibration drives. Including some ad-

ditional unbalanced mass in the system facilitates con-

trol over the mode of motion of actuating devices. The 

previously obtained control dependencies did not take 

into account dynamic processes in the oscillatory sys-

tem. They were obtained at the static state of inertia 

bodies when the direct axis misalignment was neglected 

and, correspondingly, the same is true for this misa-

lignment impact on oscillation parameters. The pro-

posed mathematical models representing differential 

equations of the relative motion of inertia body gravity 

center take into account possible unstable phases and 

allow precise simulation of the mass center motion at 

runout and in steady state. The results of oscillatory 

processes’ computer simulation presented on the basis 

of the proposed mathematical models show the principal 

possibilities of the considered vibration drives in rela-

tion to the control over actuating device oscillation pa-

rameters. The most efficient and easy-to-apply control 

parameters were defined. The authors demonstrated the 

system mass center motion trajectories at runout and in 

steady state when one can obtain various trajectory’s 

forms under various control parameters. 
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1. Введение 

 

Применение вибрационных машин в вы-

сокоэффективных технологических процес-

сах стало неотъемлемой частью современной 

промышленности. Вибрационные техноло-

гии широко применяются в машиностроении 

при обработке и транспортировке деталей, в 

строительстве при производстве строитель-

ных материалов и свайных работах, в метал-

лургии при формовании изделий и измель-

чении металлов, в пищевой и перерабаты-

вающей промышленности при экстракции и 

фильтрации, в горнодобывающей промыш-

ленности при обогащении минерального сы-

рья и в других производствах. Постоянно 

разрабатываются новые и совершенствуются 

существующие методы вибрационного воз-

действия, увеличиваются области примене-

ния вибрационной техники. То, что ещѐ вче-

ра было невозможно обеспечить с помощью 

традиционных технологий, сегодня достига-

ется благодаря воздействию вибрации. 

Быстрому внедрению вибрационных тех-

нологий способствуют не только эффектив-

ность влияния вибрации на качество произ-

водимой продукции, интенсификация и по-

вышение производительности технологиче-

ских процессов, но и развитие вибрационных 

машин, обеспечивающих выполнение этих 

технологий. Вибрационные машины сооб-

щают рабочему органу колебательные дви-

жения, необходимые для осуществления вы-

полняемого процесса. Задачи по обеспече-

нию требуемых колебательных движений 

для выполнения различных технологических 

процессов решается видом используемого 

вибропривода и конструктивными особенно-

стями машины. Разработаны классы эксцен-

триковых, центробежных дебалансных и 

планетарных, гидравлических, электромаг-

нитных и пневматических виброприводов, 

способных удовлетворять различным дина-

мическим и технологическим требованиям, 

предъявляемыми производственными про-

цессами к вибрационным машинам [1, 2]. 

В тоже время общим недостатком ис-

пользуемых виброприводов является слож-

ность, а часто и невозможность изменения 

параметров генерируемых вибрационных 

полей в достаточно широких пределах без 

изменения конструктивных элементов. Это 

обстоятельство затрудняет использование 

вибрационных машин в условиях гибких 

производственных процессов с часто изме-

няющимися объектами обработки и усло-

виями работы. В мало и среднесерийном 

производстве с использованием вибрацион-

ных технологий переход на выпуск новых 

изделий сопряжен с увеличением простоев 

из-за необходимости замены машины, виб-

ропривода или их отдельных узлов. 

Во многом определяют область примене-

ния вибромашины и траектории колебаний 

их рабочего органа. Способы изменения 

структуры вибрационного поля с одновре-

менным управлением формой движения ра-

бочих органов, динамических и технологи-

ческих параметров колебательных процессов 

с помощью различных управляемых техни-

ческих устройств рассматривались в работах 

отечественных и зарубежных авторов [1-9]. 

При этом значительно усложняется конст-

рукция виброприводов, увеличиваются раз-

меры, затрудняется настройка системы. 

Как показывает анализ предлагаемых пу-

тей универсализации вибрационных приво-

дов, решением задачи может стать вибро-

привод, в котором образование вибрацион-

ных полей будет происходить за счет со-

вмещенных способов получения колебаний. 

Такой вибрационный механизм реализован в 

способе возбуждения колебаний, предло-

женном в Южно-Уральском государствен-

ном университете [10]. В нем, благодаря со-

вмещению планетарного и дебалансного 

способов получения колебаний можно при 

незначительных частотах вращения получать 
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в десятки-сотни раз превышающие частоты 

круговых колебаний инерционного элемента 

(вращаемого тела). При этом, варьируя зна-

чительным количеством исходных парамет-

ров регулируют частоту и амплитуду этих 

колебаний в широком диапазоне. Это обстоя-

тельство позволяет считать данный способ 

возбуждения колебаний перспективным в 

плане решения рассматриваемой проблемы.  

На основе этого способа в последние го-

ды были разработаны способы возбуждения 

колебаний [11-13], позволяющие управлять 

ещѐ и формой движения рабочих органов, 

рассмотрены возможности их практической 

реализации в роторных инерционных вибро-

приводах [14]. Однако управляющие зависи-

мости для разработанных виброприводов 

вследствие сложности динамических про-

цессов были получены при статическом по-

ложении инерционных тел, когда пренебре-

гали смещением продольной оси вращаемого 

тела и, соответственно, его влиянием на виб-

рационное поле. Полученные таким путем 

зависимости могут быть пригодными при 

практическом применении на неавтома-

тизированном производстве, но они не дают 

точного представления о характере созда-

ваемого вибрационного поля и не являются 

адекватными с научной точки зрения. 

Таким образом, углубленное исследова-

ние и моделирование колебательных процес-

сов в совокупности с особенностями кинема-

тики и динамики в виброприводах с управ-

ляемыми в широком диапазоне параметрами 

и формой колебательных процессов имеет 

важный практический интерес для повыше-

ния эффективности работы вибрационных 

машин. 

 

2. Постановка задачи 

 

Целью данной работы является компью-

терное моделирование колебательных про-

цессов в планетарных виброприводах с ки-

нематически неуравновешенной массой на 

основе математических моделей, которые 

будут учитывать кинематику и динамику 

процессов. 

Для более полного исследования колеба-

тельных процессов, разрабатываемые мате-

матические модели должны охватывать дви-

жение центра масс при выбеге и в устано-

вившемся режиме, позволить рассмотреть 

возможные неустойчивые фазы в процессе 

генерации вибрационного поля, а также оп-

ределить наиболее эффективные управляю-

щие параметры для изменения параметров и 

формы колебательных процессов. 

 

3. Построение математических моделей 

 

Для установления математической моде-

ли работы планетарного вибропривода с ки-

нематически неуравновешенной массой, ос-

нованного на вышеописанном способе воз-

буждения колебаний [10], была составлена и 

рассмотрена расчетная динамическая схема 

(рис. 1) с учетом кинематики и динамики 

движения центра масс вращаемого тела. 

В этом способе вращаемое тело 1 длиной 

l , имеющее форму стержня с массивным 

диском массой m  на конце, прижимается 

торцовой поверхностью диска диаметром D  

к плоской неподвижной поверхности (контр-

телу 2) осевой силой ОСP  прижима. Вращае-

мое тело, связанное с приводом вращения, 

получает вращательное движение с угловой 

скоростью ВР . 

В начальный момент диссипативные си-

лы трения между поверхностями диска и 

контртела выводят вращаемое тело из со-

стояния равновесия и в дальнейшем контакт 

диска с контртелом происходит в одной 

движущейся точке K. Вращаемое тело от-

клоняется от вертикальной оси z  и торцовой 

поверхностью диска начинает планетарно 

обкатываться по поверхности контртела во-

круг оси z . В результате происходит смеще-

ние центра тяжести диска вращаемого тела и 

возникает его кинематическая неуравнове-

шенность. 

Вращаемое тело при планетарном обкаты-

вании (в подвижной точке К, в которую пере-

ходит действие осевой силы ОСP ) начинает 

совершать поперечные колебания (с частотой 

 ). При этом кинематически неуравнове-

шенная масса m  вызывает вращающуюся 

инерционную силу, которая уравновешивая 

систему, выводит центр тяжести вращаемого 
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тела на круговую орбиту с постоянной (в ус-

тановившемся режиме, предположительно 

через 3-4 оборота) амплитудой  . 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема планетарного 

вибропривода с кинематически 

неуравновешенной массой: 

1 – вращаемо тело; 2 –контртело; 

3 – начальная траектория обката; 

4 – установившаяся траектория обката 

 

На схеме рассмотрено положение вра-

щаемого тела в произвольный момент вре-

мени. На систему действуют осевая сила ОСP  

прижатия вращаемого тела к контртелу, сила 

упругости УПP  вращаемого тела, пропорцио-

нальная смещению   продольной оси вра-

щаемого тела, а также сила инерции F  дви-

жущейся с ускорением массы, зависящая от 

параметров колебаний центра тяжести. 

При выбеге (после включения вибропри-

вода) смещение продольной оси вращаемого 

тела возрастает от нуля до величины )(t  и 

является функцией времени (в декартовой 

системе координат величину смещения   

можно представить изменяющимися со вре-

менем проекциями )(tx , )(ty на координат-

ные оси). 

Дифференциальные уравнения относи-

тельного движения центра тяжести вращае-

мого тела будут иметь вид: 

,)()())()((
8

);()(sin)(
2
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;)()(cos)(
2
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22
2

jtttytxm
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где jtx )( , jty )( , jt)(  – составляющие силы 

упругости УПP  вращаемого тела; )(txm   и 

)(tym   – составляющие силы инерции F  

движущейся с ускорением массы; j  – жест-

кость стержня вращаемого тела. 

Первые два уравнения описывают дви-

жение центра тяжести вращаемого тела в 

плоскости xy . Они были получены из урав-

нений равновесия моментов относительно 

точки A в координатных плоскостях xz  и 

yz , соответственно. Третье уравнение опи-

сывает вращение вращаемого тела вокруг 

оси z . В полученных уравнениях в правые 

части равенств вынесены составляющие 

компоненты возвращающих сил упругости. 

Так как центр тяжести вращаемого тела 

совершает сложное криволинейное движе-

ние, то для дальнейшего компьютерного ис-

следования систему дифференциальных 

уравнений относительного движения центра 

тяжести неуравновешенной массы нужно 

рассматривать в полярной системе коорди-

нат. Перевод системы дифференциальных 

уравнений в полярную систему координат 

удобно провести при помощи построения 

матричной математической модели. 

Используя матрицы преобразования де-

картовых координат и матрицы жесткости 
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[15], получим матричную форму линейных 

дифференциальных уравнений: 
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Зависимость для частоты   колебаний 

была получена из уравнения кинематики, 

связывающего окружные скорости центра 

тяжести массы m  относительно мгновенного 

центра скоростей в точке К и относительно 

оси z . 

Также после дифференцирования и мат-

ричных преобразований можно получить 

векторную модель траектории движения 

центра тяжести вращаемого тела вибропри-

вода: 
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Возможность управления формой движе-

ния рабочих органов обеспечивает планетар-

ный вибропривод с кинематически и стати-

чески неуравновешенными массами, осно-

ванный на способе [16], в котором к вращае-

мому телу добавляют неуравновешенную 

массу (дебаланс) 3 (рис. 2). Дебаланс массы 

2m , жестко закрепленный на вращаемом те-

ле, создает в системе дополнительную ради-

альную силу рP , вращающуюся с угловой 

скоростью ВР . Происходит модуляция ко-

лебаний вращаемого тела, вызванных кине-

матически неуравновешенной массой 1m , с 

частотой  , и колебаний статически неурав-

новешенной массы 2m  дебаланса, с угловой 

скоростью ВР . 

 

 
Рис. 2. Расчетная схема планетарного 

вибропривода с кинематически и статически 

неуравновешенными массами: 

1 – вращаемо тело; 2 –контртело; 

3 – дебаланс 

 

Дифференциальные уравнения движения 

центра масс рабочего органа у такого вибро-

привода имеют вид: 
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где x , y  – проекции смещения центра масс 

вращаемых тел на координатные оси; 

21 mmmM В   – общая масса рабочего ор-

гана вибропривода; Вm  – масса рабочего ор-

гана вибропривода без масс вращаемых тел; e  
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– эксцентриситет дебаланса; k  – коэффициент 

упругости колебательной системы. 

Амплитуда   и частота   колебаний ки-

нематически неуравновешенной массы 1m  

подчиняются закономерностям, полученны-

ми для планетарного вибропривода с одной 

кинематически неуравновешенной массой. 

Перемещения рабочего органа вибропри-

вода без учета упругости колебательной сис-

темы в установившемся режиме будут опре-

деляться уравнениями: 
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Предложенные математические модели 

планетарных виброприводов с кинематически 

и статически неуравновешенными массами 

учитывают динамику движения центра масс 

вращаемых тел и позволяют с более полным 

соответствием рассматривать колебательные 

процессы при выбеге в установившийся ре-

жим и в установившемся режиме. 

 

4. Компьютерное моделирование 

и его результаты 

 

Компьютерное моделирование колеба-

тельных процессов по предложенным мате-

матическим моделям было проведено в сис-

теме компьютерной алгебры Mathcad Prime, 

имеющей богатый инструментарий по рабо-

те с системами дифференциальных уравне-

ний и матрицами [17]. 

В процессе исследований последователь-

но варьировались геометрически-массовые 

параметры вращаемого тела (длина l , диа-

метр D  и зависимая от них масса m ), кине-

матические (угловая скорость ВР  в зависи-

мости от частоты вращения ВРn ) и силовые 

(вращающий момент T  и осевая сила ОСP  

прижатия) параметры привода. При этом со-

гласно математическим моделям получали 

графические зависимости движения центра 

тяжести вращаемого тела в полярной систе-

ме координат и центра масс рабочего органа 

в прямоугольной системе координат. 

На рис. 3 показана характерная графиче-

ская зависимость смещения центра тяжести 

вращаемого тела у планетарного вибропри-

вода с кинематически неуравновешенной 

массой. Такой характер колебательного про-

цесса сохраняется при различных настройках 

вибропривода. 

Как показали полученные зависимости, 

выбег вращаемого тела из устойчивого по-

ложения в установившийся режим колеба-

ний происходит очень быстро и плавно. При 

этом не наблюдается каких-либо скачкооб-

разных изменений. При различных комбина-

циях входных параметров вибропривода пе-

реход происходит не более чем за 1-1,5 обо-

рота центра тяжести массы m  вокруг оси z . 

 

 
Рис. 3. Траектория движения 

центра тяжести вращаемого тела 

 

Весь переходной процесс от запуска до 

установившегося режима можно разделить на 

три зоны. Первая начальная зона характери-

зуется относительно медленным ростом ам-

плитуды, когда контакт ротора с контртелом 

по всей торцовой поверхности в начальный 

момент переходит в контакт в одной точке на 

периферии торцовой поверхности ротора. В 

этой зоне диссипативные силы трения, дейст-

вующие по всей торцовой поверхности вра-

щаемого тела, выводят тело из состояния ус-

тойчивого равновесия и переходят в силу 

трения качения. Вторая зона характеризуется 

очень быстрым ростом амплитуды за счет 

резко увеличивающейся инерционной силы 

F . Третий заключительный этап характери-

зуется уменьшением роста амплитуды до 
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достижения постоянной величины. На этом 

этапе возвращающая сила упругости УПP  за 

счет увеличения амплитуды уравновешивает 

инерционную силу, и система переходит в 

установившийся режим работы. 

В результате исследований выявлено, что 

наиболее эффективными управляющими па-

раметрами частоты и амплитуды колебаний 

рабочего органа вибропривода являются уг-

ловая скорость вращаемого тела ВР  и осе-

вая сила ОСP  прижатия ротора. Изменение 

этих параметров приводит к более равно-

мерному изменению амплитуды и частоты 

колебаний в достаточно широких пределах. 

У планетарного вибропривода с кинема-

тически и статически неуравновешенными 

массами изменением только управляющих 

параметров можно при постоянной амплиту-

де получить самые разнообразные формы 

траектории движения вибропривода (рис. 4). 

При этом траектория движения рабочих ор-

ганов определяется получаемым в колеба-

тельной системе соотношением 

2

D
n  . 

Если отношение радиуса D  диска вращаемо-

го тела к амплитуде   круговых колебаний 

его центра тяжести близко к целому числу, то 

получаемая траектория имеет замкнутую 

форму в пределах одного периода.

 

 
а)                                                     б)                                                    в) 

 
г)                                      д)                                        е) 

Рис. 4. Результаты моделирования траектории движений центра масс вибропривода: 

а) при 7n ; б) при 1n ; в) при 5n ;г) при 2n ; д) при 9n ; е) при 10n . 

 

5. Заключение 

 

Математические модели, разработанные в 

матричной форме и с учетом кинематики и 

динамики движения центра масс вращаемого 

тела, оказались достаточно эффективным 

инструментом для компьютерного модели-

рования колебательных процессов во всех 

режимах работы планетарных виброприво-

дов с кинематически неуравновешенной 

массой. С помощью программных средств 

они позволяют оценить структуру создавае-

мого вибрационного поля, выбрать необхо-

димые значения управляющих параметров 

виброприводов для обеспечения требуемых 
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частоты, амплитуды и формы колебаний ра-

бочего органа вибромашины. 

На основе разработанных математических 

моделей было установлено, что траектория 

движения центра тяжести кинематически не-

уравновешенной массы за весь переходной 

процесс (от запуска до установившегося ре-

жима) имеет устойчивую спиралевидную 

форму и, что для изменения параметров и 

формы колебательного процесса наиболее 

подходят угловая скорость вращаемого тела и 

осевая сила прижатия ротора. 

Использование планетарных вибропри-

водов с кинематически неуравновешенной 

массы с возможностью настройки необходи-

мого колебательного процесса с помощью 

разработанных математических моделей по-

зволит в условиях гибких производственных 

процессов своевременно реагировать на из-

менение условий и объектов обработки и тем 

самым повысить эффективность работы виб-

рационных машин. 
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