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SUMARIO 

t apresentado um método numérico para resolver as equações 

de movimento do escoamento secundário linearizado, no estado permanente 
." 

axi-simêtrico de um gãs dentro de um ci1 indro em rot-àção. As condições 

de contorno nas paredes sólidas são decompostas nos casos simétrico e an 

ti-simétrico. Devido a certas propriedades de invariãncia, novas condi 

ções de contorno são formuladas, para ambos os casos, no plano méd-io do 

cilindro. Em consequência, somente foi necessãrio um quarto de rede re 

presentativa do cilindro na solução numérica de qualquer dos casos. No 

sentido de obter resultados numéricos, é usado o método de diferenças fi 

nitas de segunda ordem. A solução final ê obtida pela superposição das 

duas soluções particulares. Os resultados numéricos estão de acordo com 

as soluções analiticas aproximadas . 

. , 

• 



j 
\ 
1• -vii~ 

A B S T R A C T 

A numerical method to solve the linearized, st\ady state, 

axisynJnetric equations of motion of a secondary flow of a"gas within a 

rotating cylinder is presented. The boundary conditions at the solid 
surfaces are decomposed into symmetric and antisymmetric cases. Due. 
to certain invarianc·; properties, new boundat·y conditions for both 

cases are developed at the middle plane uf the cylinder. In 
consequence; onlv a fourth of the cross-sectional area of the cylinder 
has to be considPred in the numerical solution of either case. In 

arder to obtain the numerical results, a finite difference second arder 
method \';as used. Great care had to be taken in choosing grid poi~s 

du~ to the violent V,lriations of f1ow pa.rameters. lhe final solution 

;, obtained b,Y the superposition of the two particular solutions. The 
numerical results an~ in gooci agreetl'ent 'vl"ith analytica1 aproximate 

solutions. 

' 
.l 

I 



2RTo 

A,B,C,D 

Br 

c c 
P• v 

+ 
+ 
D 

e 

+ 
e,.. ez 

ur 

E 

E' 

f 

+ 

-viii-

LISTA DE S!MB0LOS 

- pa.râmetro adimensional que caracteriza o 

desempenho da centr:L fuq a. ;~ 

- mat1:izes de partição. 

- número de Brinkman. 

calores específicos a pressac 

constantes. 

- diâdica de deformc1•;Ões. 

- energia interna. 

- versares do sistema cilíndrico. 

- número de Ekmann. 

e volume 

- número de Ekmann baseado no segundo coefi 

ciente de viscosidade. 

- função genérica. 

g - forças de volume no sistema inercial. 

·' 

• 



n. 
1 

+ 
i 

I 

i 

j 

k 

m 

p 

Pr = y )J CJl 

k 

-·)-

q 

R 

-Jx-

- distânc:...a horizontal entre os pontos no 

dais (i, i+l). 

~ àiádica unitária. 

- matriz identidade. 
i~ 

- Indice de linha nn rede. 

' t 
- índice ele coltlna. I 

- coeficiente de condutibilidade térmica 

(constante). 

- distância vertical entre os pontos nodais 

(j,j+li. 

- mas5a. 

- pressao. 

- rh.unero ele Prandt J.. 

- tax~ de incremento volumétrico de calor. 

- vetor flu:..:o de calor, 

- constante do gás. 

' .• 



r 

_, 
+ 
T 

T 

To 

t 

u 

u~, vs, WEo, •rs 

u 

v 

v 

-x-

- coordenada do ststt~ma ri.lindrjco. 

- raio do cilindro. 

- tensor (diádica) de tensões. 

•· tempe.ratura. 

- temperatura inicial. 

- tempo. 

- componente radi.al de velocidade. 

- v,~llores prescritos n~1s pareOes. 

- componente radtal adimensional de pertu!_ 

bação. 

- componênte angular de Jelod.dade. 

- componente angulí'lr adimensional de pcrtur 

b.scão. 

- componente axial de velociilnde, 

- componente axial adimensional de perturb!:_ 

çao . 

• 

I 



X 

X 
-! 

z 

( . ) 
( - ) 

( . ) 

( - ) 

n,B,y,ô 

" 

' 

-xi-

- m~triz geré'l. 

I 
- inversa da matriz X. 

- coordenada cilíndrica .. 

- varHi·Jeis na rotação rÍgida. 

- variáveis de perturbação. 

I 

- variáveis adimensionalizadas. 

- variáveis de substituição. 

- -1 - pRrtiçoes da matriz X . 

- variâveis de substituição para as partes 

simét!:"ica e anti-simêtrica t.·E:spectivamente. 

- coordenada cilíndrica. 

- 1° I coeficiente de vi.scosidade, 

- 2°/ coeficiente de viscosidade. 

- densidade. 

• I 
' 



'i . ' 
.Jxii-

T - volume fechado. 

- funçãc1 ·de dissipação .L I 
VJ.íSCOSa • . 

' ' 

n - velocidade angular do cilindro. 

- velocidade angular do gás~ 
i 
I 

'! 

l •• l ' 

,_, 

' 

I 

li 

• 



C A P I T U L O 1 

INTRODUÇÃO 

1.1 - Histórico 

O estudo do campo de velocidade em cilindros em rot~ 

ção é recente, algumas tentativas foram feitas para obter 

soluções analtticas ou numéricas do escoamento axissirnétri 

co do qás. 

Em 1.967, Gareth e Williams 

do para integrar numéricarnente as 

( 2) . -apresentaram um rnet2. 

equações de Navier-St~ 

kes em três dimensÕAS 

sivel. O sistema de 

para o caso de escoamento incompres 

equações na forma cilindr~ca em coar 

denaãas polares jur.to com a equação de Poisson pa~a a pres 
! ~ -

são são integradas co:..n respeito ao tempo por um~ processo 

iterativo. Todas as equaçoes que governam o escoamento 

estão representadas por urna forma adequada em diferenças 

finitas. 

Em 1.976, Kai (]) estudou um sistema na o linear e 

usou c método de Newton HJodificado para resolver as 

çôes de Navier-Stokes expressas em diferenças finitas. 

' 

equ5!. 

o 
gas contido no cilindro, foi admitido como sendo perfeito. 

I 

Também em 1.976, Soubbramayer e Laharque ( 4 ) fizeram 

um est>Jdo numérico para computar o escoamento e a concen 

tração isotópica numa centrífuga de gas. O método usado 

é o método de elementos finitos com soluç~o direta ao in 

vés de diferenças finitas e processos ite.~ativos. ~ o sis 

tema de equações representativo depende b·asicamente \do pro . . 
cesso mecânico para gerar fluxo de contra - Corrente e da 

condiç~o térmica das paredes. 

(5) 
Finalmente em 1. 977, Lopes estudou o escoamento 

numa centrifuga mecânica girando em torno de seu eixo com 

uma velocidade anguJ ar w • A tampa superior do cilindro, 

é livre e gira com uma velocidade menor (w - 6 wl e a uma 

-
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distância pequena 

c.ios periféricos: 
do cilindro estão 

da tampa existe um disco com dois orifi 

um anular e outro circular. As paredes 

numa terrperatura constante :7'o. 
~ ~ 

1.2 - Introdução 

" o propósito deste trabalho é apresentar um método p.e_ 

ra resolver numericamente um sistema de equaçoes diferenci 

ais parciais composto ror: a equaçao de continuidade, as 

três equações de mornent'J de Navier - Stokes em coordenadas 

cili.ndricas, radial azimutal e axial e 

gia. 

a equação de ener 
! 

Este sistema é associado ao estudo de 

' 

' escoamentd 

axissimétrico compressivel num cilindro de raio ro; 

duas tampas, uma superior e outra inferior. 

com 

se todo o conjunto girar com umu velo~idade angular 
- %' 

~, sabe-se que a rotaçao do cilindro produtiurn escoame~to 
de "co~po rigide>" do gás nele contido. O movimento do gãs 

é governado pelas equaçoes de Navier - Stokes e o escoarnen 

to é axissimétrico. 

se uma das tampas do cilind:co girar com urna velocida 

de um pouco diferente, por exemplo (1 + s ) n : dentro do c!_ - ' 
lindro se produzirá um escoamento secundário. Este escoa 

menta envolverá velocidades axiais que formarão o chamado 

fluxo de contra- corrente. 

Uma forma adequada das equaçoes em diferenças finitas 
' fornece uma integração computacionalmente estável com uma 

representação razoável das caracteristicas espaciais do es 

coamento. 

Usamos para a 

finitas de segunda 

representação o n,étodo de 

ordem. Um grande cuidado 

diferenças ' 

deve ser to 

rnado na escolha da conformação da rene representativa, no 

sentido de levar em consideração as variaç'pes violentas dos 

parãmetros do escoawento, como cit.ado no trabalho de Siel 

wo- San Miguel 1 lÍ 

·' 
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O número de pontos nodais da rede, e conseouente 

mente o número de incóqnitas, está restrito à capac.tdade 

da memória do cor;<putador. ?ara con-tornar este prOblema 

usamos as propriedades do sistema representativo de equ~ 

ções, para decomr:·or 

e anti-simétrico. 

o escoamento em dois casos: simétridb 

Com esta 

lhor aproveitamento da rede, 

simpll.ficação obtemos um m~ 

já que somentJ 1/4 do total 

da me.c:;ma é necessária para obter os resultados finais. 

O presente t.rabalho está organizado da seguinte ma 

neira: 

- No capitulo "2" apresentamos o equacionarnento bã 

sico e a dedução do siE>tema em variáveis de ,interesse na 

sua fo::-ma final c:. ser resolvido. 

- No capitulo "3" estudamos a decomposição do sis 

tema dw equações nos r::asos simétrico e anti-simétrl.co, pr2 

v ando .c:. invariância das equações. 

- Nos cap!tulos "4" e "5" fazemos nrimeiro uma 

abordagem e análtse do método de diferenças finitas de se 

gunda ordem 

estuda·io. 

' l_ 
e depois sua aplicação ao si1tema de equaçoes 

Logo apresentamos a obtencão do sistema de equ~ 

ções em diferer1ça~ finitas !18 sua forma final. Também é 

veriftcada a invariância do sistema expresso\-· em, diferenças 

finitas, nas formas sirnêtrica e anti-simêtriba ... 

- No capitulo 11 6 11 apresentamos as téCnicas comput.ê. 

::tonais utilizadas para efeito de melhor aor~veitamento dos 

recursos d~ computador, destacando as estruturas de arm e 

namen"to apropriados para este caso. A s:aqunàa partel'e á 

comnosta pela documentação e organização ~o 
como as instruções para futuros usuãr:t.os do 

zado para resolver o problema. 

proqrarna,fs 

programa lt 

1 
i 

Finalmente no capítulo "7" apresentamos uma an '1 

se dos resultados obtidos para qrupos de dados e parâ e 

tros de interesse. são sugeridos alguns tópicos de' int~ 

resse para contilij.tação do trabalho. 

i 

' • 
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C A P I T U L O 2 

FORH~LAÇÃO MATEMATICA 

Em nosso estudo basear-nos-emas nas três equaçoes de 
; ' 

conservação: de massa, de quantidade de rnd'Vimento e de ener 

gia. Notemos que a equação de conservação da quantidade de 

movimento é vetorial e qne, portanto equivale a três equaçõ.es 

escalares. 

o gás cujo escoamento será considerado, e admitido 

como perfeito. f 
j 

As tensões no gás durante o movimento dependem line 

armente da taxa de deformações. 

2.1 - Sistema de Equações de Conservacão na Forrria Invariante 

As equações de conservação de mossa, da ~tida&e de 

movimento e de energia, são respectivamente: 

4 4 

k + v. (p UI = o ' (2 .la) 

3T 

4 + ·• 4 4 _, 
4 4 

au + c v u = i l 'I . T (2.lb) . g 

3T ô 

+ 
4 4 • T + + ç • a e + u. v e = l T v UI + q·v ' q • (2 .lei L 

3t r r 

onde: ~: 

r = densidade; 

4 

u = velocidade no sistema inercial; 
I ~ 

+ 
g = forças de volume por unidade de massa; 

t 
T = diâdica (tensor) de tensões; 

e == • energia interna; 

j 

! 
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• qv -= taxa de incremento volumétrico de calor 

g = vetor fluxo de calor 

o símbolo ":" denota duplo produto escalar e o índi 

ce superior T oenota transposição. 

l 
Pa~a apresentar o sistema de equações acima, em ter 

mos de va.riãveis de interesse, efetuaremoS-.. as seguintes 

transformações; f i 1 
da Quantidade de fo.1ovimento Eguação da Conservação 

1-..dmi tindo que o fluido seja Newtoniana obtem-se, 

l + "[v. u + (9. ui ~1 <1(2.2) 

onde: 

p = pressao 
' , 
I = diádica unitária 

" = 
coeficiente de viscosidade 

~ 
u'= segundo coeficiente de viscosidade. 

Substituindo (2.2) em (2.lb) e considerando = cte, 

obtemos a equação de conservaçáo da quantidade de Movimen 

to na forma da equaçao de Navier- Stokes. (vide Apend.ice ~) 

+ + + -+ 
= pg- V'·P + (u+)l') V (V U) + 

Equação da Conservação de Energia 

Admitimos: 

i a lei de Fourier para o fluxo de calor 

_, 4-

q == -k r; T 

onde: 

1 

(2. 3) 

! 

k = coefic:iente de condutibilidade térmica (cte.); -
~::' = temperatura 

.1 
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ii) gân perfeito-térmica e Cúloricamente 

p = P ( cp - cv) ·r = , R 'r 

onde: 

R = constante do gás; 

Cp e cv são calores específicos a pressao e a volu 

me constantes respectivamente e onde 4 

Assim a equaçao (2.1c) de energia pode ser escrita na 

forma: 

oCv -cjT + 5. VT) = -p C9.th- k \12 T + pq;J 

at 

onde: 

+ • 

i' é a função de dissipação viscosa definida: 

Desprezando as forças de volume e o termo q~ 

m:Js as equaçoes de conservação na sua forma usual 

dinâmica. 

+ + a p t v'. (o U) = O 

at 

p(au+u. 
at 

I 

' 
• 

( 2. 4) 

< ( 2 • 5) 

obte 

em gás 

I' 
< 12. 6a) 

í 

' (2.6b) 

<(2.6c) 

I 
' 

,l 

1 

l 

I 
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onde: 

é dada por (2,5). 

Considerando as três equaçoes acima e a equaçao de 

estado no gás pe_feito: 

p = p R T 

obtemos um sistema de q·1.1atro equaçoes com quatro incó<lrli-
tas, sendo que uma equação e urea incógnita são vetoriais. 

2,2 - Sistema de Eguac,ões de conservação em Coordenadas Ci 

lindricas 

• 

' ' 

' p 
' 

JL, -~---;-,_____,.. y 
' . 

........__ ....... j ~ 

" \ ' . ' . - - -- - - _.,, 

! 
' I 
l 

Fig. 2.1 Sistema de Coar 

~denadas cj_lín

dricas. 

I , 
' 

Admitindo o sistema acima ilustrado, com coordenadas 

r, e e z; tomando êr, ê8 , êz corno respectivos versores do 
' sis~ema cilíndrico e chamando: 

' (2.7) 

desdobramos a equaçao de quantidade de roovimento em três 

t~quaçôes escolares: radial, a2:imutal e axial; o 

(2.6) fica: 

sistema 

I 
,, 

J 



!_e_ + ~ (oU) 

at ar 
pU 1 a +- +-- (nV) 
r r ae 

a 
+ - (pW) = O 

az 

u au + y ac + w 2Q _ V2 ) = _ 1E + 
ar r aG az r r 

í I 

(
a2 u 1 au 1 82 U a2 u u 2 êJV) +" --+--+--+---·--- + 
ar2 r ar r' ae 2 az 2 r 1 r 2 ao 

p c~ -~ u ~y + y dV + w ~ + uv) = - lle + 
at ar r tn az r r ae 

( 
a'v 1 av 1 a'v a' v 2 au v ) 

+U -+--+--+-+---- + 
ar2 r ar r 2 dG" az 2 r 2 ao r 2 

+(r.J+u')1a 
r a0 

+ (1J+IJ') 

( au + Q + .l '!!. + aw \ 
ar r r ae az) 

·' 
-8-

' < (2.Ba) 

' 

< (2.8b) 
,\ 

' i 

< (2.8c) 

r 12 .Bd) 



rc ( aT + 
v at 

p - pR T 

onde: 

0 aT+yaT 

dr r aG 
+ w aT) = 

az 

~ = " { 2 [t ao)' + (.l ''é + _!!_ ) ' + ( aw )' J + 
\ar r dG r 2 dz 

+ 

' ' 
( 1 aw a v ) cv + , •• ) e'" + ~v-~) + +- + + 
. r a e az az ar r élO or r 

onde: '• 

-9-

I ' 12.8e) 

< 12 .Bf) 

ji' ,, 
' i 

! 
' I 

f + 

< 12.9) 
' 

IJ e u' podem ser relacionados· pela 
i 

hipótese de Stokes. 

ma 

!1M F 

IJ' = -2 1.! 

3 

As passagens mais importantes da obtenção 

acima, podem ser encontradas no trabalho de 
16 I 

! 

' 12.101 

do siste 

Sielawa, 

·' 
I 

) 

i 
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2. 3 - Sist:ema das Equações de Conservação em Coordenadas C i 

l!nc"ricas~m Geometria em Re9ime Permanente 

Admitindo simetria :txial e regime permanente, isto é: 

; 
aat ( ) 

o sistema (2.8) fica: 

.qPu)+ pU 1_ ~w) o + = 
ar ' r az 

P (u + au + w au _ v2 
) ~ = - + 

ar az r 2 ar 

+ \1 ( a2u + 1 2 au+l_Q_J!.. )+ 
ar2 r ar az2 r 2 

+(]J+u') a 
ar 

-' au + -º-+ aw) 
~ar r az 

P ( u a v + w a v + w ) --
ar dz r 

= w ( a2v + 
ar2 

(" ,,, 
+ " + " 

1 dV + ~~'{ _ _v \.) 
r ar az2 r 2 

1_ ( au + 
az dr 

_Q_+ aw) 
r ~z 

- o 

< 

~ 

J 
< 

< 

< 

(2.lla) 

. 

' 
" 

I 

(2.llb) 

I 
f 

(2.llc) 

(2.lld) 

\ 



::!_+ dW) + 
r az 

• k(_a 2T + J:.. aT + a2T) + • 
.ar2 r 'rl't" azZ 

p = p R T 

onde d função dissipação fica: 

.; = "{2 [('u)z + (S!..)z + ('w)"1 + (~y_)z + (~ 
ar \.r az .... ,)z .az 

2 
I I 

2. 4 -~ Condições de Contorno 

-11-

< (2.lle) 

< (2.llf) 

' 
aw )

2 
+ - + 

ar 

< (2.12) 

O sistema (2.11) representa esco1mento viscoso no re 

gime do ~ontinuum, logo a condição de contorno para a velo 

cidade Õ nas paredes sólidas e a de ad~'rência (''non-slip") . 

No sistema cillndrico 

u = us 
V = Vs 

w = ws 

Admitiremos valores prescri tc,s para a temperatura Ts 

na parede sólida: 

T -= Ts 

I • 
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No caso da densidade só existe uma condição de con 

torno no sentido global, de que dentro de um volume t fecha 

do por paredes sólidas, no regime permanente a quantidade 

df;'. massa m permanece constante, isto é: 

fTpdT = ffi 

As condições de contorno no eixo de simetri'a (r = 0) 

podem ser obtidas do sistema {2.11) de uma maneira natural. 

u = o 

v = o 

].!!= o 
ar 

_a!= o 
ar 

Observamos que das cinco equaçoes (2.11) obtemos so 

mente quatro condições de contorno, pois !a mesma condição 

U = O é obtida de duas equações (2.lla} e (2.llb). Esta 

condição "perdida" para a densidade pode ser substi tuida 

pela de fluxo vertical global, chamada também de condição 

de refluxo nulo. Esta condição é amplamente discutiQa no 
trabalho de Sielawa, MMF (G) 

onde: 

/ 1 p* w dr = O 
o 

J' é associado as variáveis de perturbação a ser 

definidas na seção 2.6 

2.S- Geometria da Centrifu~a 

Conslderamos um cilindro circular, contendo gas, g.!_ 

rando em regime permanente em torno do seu eixo de sirne 
• 

l<· 

* i l 
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tria. Colocamos coordenadas cilindricas de maneira ao ei 

xo z coincidir com o eixo de simetria (F'ig. 2. 2) . Admiti 
; 

mos que o plano ~ = O é o plano horizontal de simetria, a' 

tampa superior está localizada em z = Lf2 e a tampa inferi 

or em z = L; 2, onde L é o comprimento do cilindro e r w 

o seu raio. li 
' 

Dentro do cilindro temos um gás perfeito 

pelo sistema de equaçoes {2.11). 

governado 

Estamos interessados em determinar num~ricamerte ~ i 
será o escoamento do gás no regime permanen~~ provocado pe 

' -
lo giro do cilindro e das tampas com urna velocidatle angu-
lar n. 

I 

i--Vlv--
1 

L - . -~-=.o. - .. -·r 

't---r ' w 
I 

L Tampa 

(z=L/2) 

eixo de simetria 
(r= O) 

.parede lateral & 

plano médio 

' inferior {z =-L/2) 

Fig: 2.2 Forma geométrica da centrifuga. 

J. 
' 2.6 - Rotação Rigida e Desvio da Rotação Ri'9ída do Gás 

Como é conhecido na literatura (G), usando !s hipôt~ 

E<€S w =o av;az =O, e resolvendo o sistema (2.11), obte 

mos os parâmetros da rotação rigida: 

• 

i i 

r 
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' n• 
' = o t 

V* = P. r 

W* = o 

p* -A[1- (r/rwl 2) = P e w 

-A[1- (r/rwi2] 
~ 

P* = 'w e 

T* = To 

onde: I 

A = n2 r 2 
w (2.12) 

2 RTo 

é um parâmetro que caracteriza o desempenho da centrifuga 

e ow e 

mente. 
Pw são densidade e pressão na parede respectiva 

l -

As hipóteses w = O e f!V/'aZ = O podem nao 

ser satisfeitas se o escoamento dentro do cilindro não for 

correspondente ao oorpo rlgido; o que poderia acontecer por 

exemplo: 

i } Se uma das tampas girar com velocidade angular dife

rente do resto do cilindro (por exemplo :;t- t.. Q ) ; . 1 p~ 

la condição de aderência, a condição de contorno nas 

i i 

duas tampas será V ;;:: fir e v= ( S1- 8. !J)r. 

Se a temperatura prescrita To nas paredes, nao for 

constante, podem-se criar correntes térmicas dentro do 

gás com W F Q.; 

iii) Se houver injeção e retirada de massa haverá certamen 

te regiÕes dentro do cilindro onde W f. 0,. 

Neste caso é desejado que haja uma perturbação d~ r~ 

tação rlgida na forma de um escoamento secundário de con 
• 

' 



tracorrente sob o ponto de vista do desempenho 

Neste tipo de escoamento uma parte do gás sobe 
paredes e uma outra desce junto ao eixo. 

-15-

de separacão. 

junto as 

Para analisar este tipo de escoamento introduzimos - - - - - -"variáveis de perturbação 11 U, V, W, p 1 p, T tais que: 

u = U* + u = u 

- -v = V* + v = Gr + v 

-w = w• + w = w 

p = p* + p = p H + p w 

p = p * + p = p H + p 
w 

- -
T = T* + T = To + T 

onde: 

H = e -A [ 1- (r/rwl 2 J 

Note-se que: 

3H = 2Ar H 

ar r2 w 

a H = o 
a z 

e tem-se ainda: 

Substituindo 

( 2 .11) obtemos: 

• 

= Pw R To 

estes parãmetros no sistema 

ii: 

I 
I 

" (2.13a) • 

4 ( 2 • i 3b) 

4 (2.l3c) 

4 (2.l3d) 

4 (2.13e) 

4 (2.13f) 

I 

' (2.14) 

' v 
l 

' (2.15) 

de equaçoes 

• 



- 2 

l + --

o 
~ - " 

-
(2A r + rw2 ) 

rw2r 
Pw H U + 

o 

-
Pw H ( u au + w dii _ 

dr ar r 

- - -· - -, p v+ u au + w au l p p " v --
ar az r 

•. 

-2E+ 11 ( a2Ü l aü + a2Ü _ _Q_ }+ 
~ -+ 

ar . a r" o ' -ar az.. r- .' f r 

-
().l + ll'} a cu u + aw) + -+ 

ar ar r az 

2 llpwHU+ P,jl ( u av + w dV + l uv}- 2 

ar az r 

- - - - ~uv + p v av + p w av + l 
~ 

ar az r 

l av + a,, - v 'I 
r ar az 2 r 2 J 

- - -
PW H ( CJ .E!! + w aw ) + p u aw + P w aw 

~ 

ar az ar (IZ 

-
_ _!E+ ).l ( a2w + l aw + a 2 l~~ \ + 

~ 

az ar2 r ar az' ) 

-
+ c JJ + JJ ') 2.._ ( a-v + _E_+ dW ) 

._ az c;r r az 

,i 

< (2.L6a) 

.I 

< (2 .l6b) 

I 
-o -p u + 

< (2.16c) 

I 

< (2;16d) 
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- -Cv P u aT + Cv o w aT = 
az 

- -
= -P;, H ( dU + JL_+ aw) 

. ar r az 
p au 

ar 

l 

r 

ii u- ~ aw + 
az 

k ( azT + l aT a2T \ ~ + -·+- r ar2 r ar az2 
' (2.16e) 

p =- Pw H R T + R To f; -1- R Õ T ' (2.16f) 

onde 

v)2
} v' taõ ü aw}z - + -+ -+-

r dr r az 

os ter ··,os sem variáveis de perturbação cancela 
ram-se mutuamente no processo da dedução das equa~oes 

(2.16) e os termos foram ordenados por aparecimento de va 

riãveis de perturbação. 

2.7- Linearização das Variáveis de Perturbação 

Se considerarmos pequena a 

çao rigida, os termos de ordem maior 

perturbação da rota 

que um, (isto é, con 

tendo pr~dutos das variáveis de perturbação) podem ser des 

prezadas nas equações (2.16). Assim obtemos: ' ' . 
l 

I I 

·' 

j 

• 



- -Pw H aõ + 2 Arz + rw2 Pw H u + Pw H aw = o 
Clr rw2r az 

--2 n Pw H v - Q2 r p = ~ + "(a 2u + 1 

-· 

( 
au + 

ar ar 

+ (~.~ + 1.!') a 

ar ar 2 r 

-
.!:!_+ aw ) 
r az 

2,1 pWH {j = ).l(ô 2 ~+ 
3r' 

1 aV + a2V _ V ) 
r ar az2 r 2 

Pw 

p 

+ ()J + 1.!'} 

-

1 aw a"w) -+- + 
r ar az2 

-2... ( au + 
az ar 

_!.!_+ aw ) 
r az 

-H( l.Q + 
ar 

_Q_ + (lW ) = 

r az 
k ( a 2T + 

ar 2 

-Pw H R T + R To p = 

1 

r 

< 

< 

< 

í 

' 

,T + a 2T) , 
ar oz 2 

< 
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(2.17a) 

• 
I 
I . 

(2.17b) 

(2.17cl 

(2,17d)' 

(2.17e) 

(2.17f) 

onde A é 
,__ I. 

definido pela equação (2.12} e a relaçao eritre 

e definido pela equação (2.15). -
ow 

.~ 
• 

·~ .• 

·' 
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Dividinào-se a primeira equaçao por Pw H, obtemos: 

- -
au + -~ + aw 
ar r 

2 Ar 
r 2 w 

u 
' 

E usando o resultado acima no sistema (2.17) ob~s 

2 Ar,2 + rw2 - -
2.2+ u aw o 

+ - = 
ar r../ r az 

-2 " Pw H V- n' r í' = 

J -
2 a2Ü _ _eE+" c '" + 

"') ~~rru = --+ -
ar ar2 r ' w 

1-i azu - ( l + 2 ().1 + }!') A) U + 
az2 r2 2 rw 

~=1.J(a
2
W+1 

az ar 2 r 

1 a V + ~ 2\i _ V ) 
r ar az 2 r 2 

aW :1 2W ) _ 2 --+-
ar az 2 

.. 
1 aT + a2T ) 
r ar az 2 -' 

ar 

< (2.18a) 

\ ' 
$' 

' 

+ 

I 
< (2.18b) 

< (2.18cl 

-ao < (2.18d) 

az 

< (2.18e) 

·' 

,) 
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< (;i.18f) 
!/, ', 

Note-se que do sistema acima pod~-se facilmente eli 

minar p (ou então P') por meio da equação de estado (2.18f). 

- Adimensionalização das Equações Lincarizadas 

Para adimencionalizar as equaçoes ( 2. 18) fazemos as 

seguintes substituições: 

r = rw f < (2.19a) 

z = rw z < (2.19b) 

-u = " rw u < (2.19cJ 

v = " rw v < (2.19d) 

-w = "' rw w < (2.19e) 

p = p* p - Pw H p < (2.19f) 

p* H - (2.19g) p = p = Pw p < 

- T -T = T* - To T < (2.19h) 

Com a escolha acima obtemos um sistema simples,e con 

veniente no tratamento matemáttco. 

As relações dos parâmetros 

ginais do sistema (2.13) são: 

-u = Qrw u 
v = O r + 11rw v 
w = Qrw I') 

p = p* (1 + p) 
p = p* (1 + p) 
T = T* (1 + T) 

.. -.. com as variáveis cri 

' 
' I 
' < 

= llrw (f:+ VI 
j 

= P,. H ( 1 + p) 
= Pw H (1 + iil 
= To I 1 + TI 

Substituindo-se (2.19) nas equaçoes (2.18) obtem-se: 

3
ar (íl rwÜ) 2 A r 2í:-2 + rw2 -1 r.~w u +- w + 

rw r 3r w 

+_l_ a ( or,;~) = o < (2. 2Da) 

rw oz 

' l 

•• 

) 



- 2 

k_ ( nrw ' + ( ~- 2 + -L u) 
rw 2 ., 

-:1r rwr 

u a 
2 

( nrwÜ)-+ ( u + 2 
rw2 ,JZ2 rw2f.2 

2 

1 

-2Ao1PwHrU 

u 
r 2 

w 

~ -"
r 2 w 

k 

rw2 

~ - 1 

{ J-l+\J 
1 )~wf )....!.... ' 

rw2 J r\., ar 

A ) 
. 

{ j.J +]J I ) ílrwU 
• 2 rw 

+ l 

r 

+ 1 

. ' 
u) 

+ l 

Pw H p = Pw R To H T + llH R To H p 

I 
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H p + 
) 

I 

( nrw~)+ 

<(2.20b) 

< (2.20c) 

+ 

< (2 .20d) 

<(2.20e) 

< (2.20f) 

Agora expressando H em termos de r temos: 

de onde vem que 

d H = 21\Í' e-A(l-i-
2

) = 2ArH 

a r 

a H -= o 
a z 

< (2.21). 

j 
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e definimos ainda dois números adimensionais: 

i Número de Ekrnan 

E = 

ii ) Número de Ekman baseado no segundo coeficiente de vis 

cosidade 

iH) Número de Brinkma.n 

Br = y- 1 (Pr I A 

2y 

onde: 

Pr = " CP = 1 }1 Cy 

k k 

é o número de Prandtl. 

fugas 

e Br, 

te. 

Observamos a ti tu lo d~ informe.ção que nas ul tracentri 

modernas de UF6 as ordens de grandeza dos números E 

nas condições de trabalho são lo-6 e ~ 1es~ectivame~ 

Admitindo a hir>Õtese de ~toke-s {2.10) a relação entre 

E e E' seria: 

E' =- 2 E 

3 

' (2.22) 

Introduzindo todas estas equaçoes o sistema ( 2. 2 O) 

pode ser escrito na forma: 

• 

' I 

,I 
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au + 2 A •2 r + 1 u + aw = o < (2.23al 

ar r az 

' I 
2 v r . + r . 

1 2.Ê + E a2 Ü + 
[HEf 

- p p = -
2A ar H af 2 

. 
AJO< 2A (:+E'Ir] au .,_ E a2u - [E + 2 (E+E' I (2.23bl 

ar H aZ 2 Hf2 H 

2 u = E ('2v + 1 a v + a'V - ;2) < (.2.23cl 

ar2 ar aZ 2 ' H r 

E (a
2w a2w) -

1 !Ê = + 1 aw + - 2 (E+ E' I Ar au <(2. 23dl 

2A az H ar2 . ar aZ2 H az r 

. . i 
4 (Brl 

. 
u E ( a2T + 1 3T + a>T) (2.23el - r = < 

H ar 2 r ar rlZ"-

p = T + P < (2.23f) 

Eliminando P da equaçao de estado (2.23f),anitindo o 

sirnbolo (-) das variáveis r, z, p, T e chamando: 

-
u = u 
v = v 

• 
w = w 

e ainda vendo a hipótese de Stokes que relaciona E com E 1, 

equação (2.221, o sistema (2.231 fica: 

au + 2 A r 2 + 1 u + aw = o < :2.24a) 

ar 1111 

- 2v + rT = - l 2.12 + E z~+ e - 2 Ar au) + 
2A ar H ar 2 3 ar. 

-

:. 

I 

! ' 

I 



... a2u - ( 1 + 2 
A) 

u 
3z 2 r' 3 

2 u = E I ''v + 1 au + a2v - --"'-- I 
H \ ar 2 r ar oz?. r 2 

/ 

1 .~ - E r a2 w + 1 Ow+a 2w - 2 Ar au \ 
21\ az ~- \ ar 2 ar az 2 3 

-- I 
r 3 z 1 

4 IBr) r u = : ( 
a2T + 1 aT + a 2 T~ --' 
ar' r ar a z 2 

) 

Agora lembrando H da equação ( 2 .14) : ~, 

-A ( 1 - r2) H = e 

-24-

< (2.24b) 

< (2.24c) 

i,, (2.24d) 

< (2,24e) 

e desfazendo-se de r nos denominadores para evitar indefi 

nições, obtemos: 

r 8u + (2 Ar 2 + 1)u + r aw = o < (2.25a) 

ar '" 
A (1-r 2) {r i 

* r 3T - 2r 2v + r' ' 1 ~ = E e a"u + 
2A ar ar 2 

' - 2 Ar') r 2 a'll - ! 1 + 2 Ar') u} 
r I 1 au + < (2.25b) 

az 2 \ I 3 ar 3 
\ 

+ r Clv 

ar 

r aZw + aw + r 02w - 2 

= -E e ' r A (1-r2'( < ( 2. 2 Se) 

I 

• 

,. 

,l 

> 



-25-

2. 9 - Condições de Contorno no Caso das Vai-iáveis da Per 

turbação 

Corno já foi dito anteriormente a configuração mais 

desejada sob o ponto de vista da separação é a chamada con 

tracorrente mostrada na figura 2.3. 

I , 
-elXO central de simetria 

~f(=~:==~c "\ 

I 
plano horizontal 
de simetria '- - · - r- 1-

L(z =o~. J</\1"-

D 

\ . "esqulnas do cilindro 

Fig: 2.3 Contra-corrente numa centrífuga. 

Neste tipo de escoamento, uma parte; do gas sobe (ou 

então desce) junto à parede do cilindro e na regi~o cen

tral j1.mto ao eixo de rotação, o gás efetua o movimento no 

sentido contrário. 

A contracorrente pode ser gerada por vários 

sos, dos quais destacam-se: 

prece.!! 

i processo mecânico - o cilindro gira com urna velocida 

de angular Q ao passo que as duas 

tumpaD giram com velocidades diferentes l1 +t. :r2. 

ii ) processo té.riwt.ico - a temperatura das paredes nao e 

) 
• 

·' 



imposta uniformemente. 

iii) processo exogêneo - forçando a contr~corrente 

meio de uma configuração 

de injeção e retirada de massa. 

I 
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por I 
' adeauada 

No nosso trabalho consideramos o processo (i), admi 

tindo-se que a injeção e retirada tenham efeitos des'prez_!. 

v eis (sob o ponto de vista de geração) sobre -o 'escoamento 

secundário. 

As condições de contorno para as variáveis de pertuE 

bação; u, v, w e T podem ser obtidas recorrendo-se à se 

çao (2,4) e às equações (2.25). No eixo, substitUiu-se 

nas equaçoes (2.25) o valor r =O. Assim obtem-se~;· u = O, 

v= O, aw/ar = .Q, aT/ar =O, sendo que o primeiro resulta 

do (isto ér u = O) vem de duas equações. ~ necessário ain 

da, formular uma quinta condição visto que tem cinco equ~ 

ções diferenciais. A condição escolhida aqu! ( fora dos 

pontos de eixo que coincidem com as tampas) é de t refluxo' 

global nulo. ~ 
'· . ' '! 

Nas extremidades do eixo admite-se p = O e 

A primeira condição vem do 

não permitem a obtenção 

vadas, dp/ dr e a p/ az. 
do 

fato de que as equações 

valor de p e sim das suas 

T = O. 

(2.25) 

der i 

' Assim, o valor de p pode ser a,;:_ 

bitrado num dos pontos como sendo O. 

midade as condições são simétricas ou 

valor de p continua sendo O. 

Como na outra extre 

anti-slmétrica~!, 
! 

o 

No caso de paredes sóliãàs, a quinta condição de co~ 

torno vem da equação radial da quantidade de movimento, 

substituindo-se as respectivas condições de contorno. 

Eis as condiçõe~ de contorno na forma detalhada: 

- Parede Lateral 

u = o 

·-v = O 
I 

I 

) 



-- Tampa Superior 

- Tampa Inferior 

- Eixo Central 

• 

w = o 

T = o 

-E(u) + 1 .'2 = o 
ar' 2A ar 

u = o 

v = EX 

w = o 

T = o 

_l_lE 
2A ar 

u = o 

v = o 

w -- o 

T = o 

1 .'2 -
2A ar 

u = o 

v = o 

dw = o 
ar 

C!T = o 
ar 

l J o, (r) 

i' I 

l 
E e A 11 - r'l a'u = 2 re 

A (1 - r<:)-
E e 

olrdr onde 

--~ 

a2u 

az 2 

P (r) 
o 

= o 

... 
r 

2 
,1 A r 

=e 

·' 

! 
! 
I 
• ! 



··Esquinas do cilindro (vide fig: 2.31 

A • B: u = o C: u = o 
,, = o v = o 
. ., = o " = o 

T = o T = o 

p .. o 2.12 = 2e 

ar 

-

-28-

D: u - o 

v = o 

w = o 

T = o 

' 2.12 o = 

ar 

) 
I 

! I 

' I 

• • 

' 

' ' '' 
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C A P ! T U L O 3 

PROPRI~DADES DE SIMETRIA E ANTI-SIMETRIA DO SISTEMA 

3.1 - .!!!!!'odução I 

Nas equações de conservaçao e nas condições de contar 

no obtidas no capítulo anterior, podemos considerar separ~ 

damente dois tipos de efeito mecânico para obter fluxo se 

cundârio de contra-corrente : o caso simétrico e o caso ·an 

ti-simétrico. I 
< 

' Note-se que as condições de contorno descritas \na se 
·~ çao 2,9 saem de maneira "natural" das próprias diferenciais 

que governam o sistema. 

Lembramos que neste trabalho o escoamento secundário 

sera gerado pelo processo mecânico de girar as tampas com 

velocidade angular ligeiramente dlferente em relação à p~ 

rede do cilindro. 

Denotando por w a velocidade angular genérica, admi 

tiremos aqui que 

a) na parede do cilindro r ~ J.) 

w (r ~ l) = Q 

b) nas tampas 
w (z ::= 

+ L/2r,,l = o + (6 Q) i 

onde, I ' 
i = l - tampa inferior z N= L/2r..,l I 
i = 2 - tampa superior z - L/2r"') 

g fácil ver da seçao (2.9) que todas as outras condi 

çoes de contorno são homogêneas (isto é, nulas). 

Corno o sistema final também é homogêneo, se todos os 

I 
< 

l 
' 

,. 

I 

I 
I 

I 

I 
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valores {~ n)i fossem nulos, a solução do sistema seria 

trivial (u=D, v:::: O, w::::O, T=Ü, p.=:O), não haveria porta_!! 

to escoamento secundário. 

pas: 

v= i.L.~li r 
Q 

Logo a condição para v nas tam 

em z- 1-l)i r./2 rw < 13.1) 

i 

\ l 
é do tipo forçante. 

3.2 - Decomposição das CondiçÕes de Contornd nas Partes Si 

métrica e Anti-simétrica 

Denotando: 

" = (I\ Q)) + ló E.l..l. 
2Q 

l I 
! • 

<z = (I\ Q) I + ló fu 
2Q 

a condição forçante I 3 .ll pode 
. 

ser escrita como: 

v = I <1 + f:2) r em z = L/2r w- ' (3. 2a) 

em z = L/2rw- < l3.2b) 

Como visto no trd.balhO de Sielart~a, MMF (G) a solução 

do sistema final (2.25) com as condições de contorno (3.2) 

e as demais homogêneas, pode ser obtida per superposição 

das seguintes duas ~oluções. 

i ) referente as condições forçantes, chamadas de 

métricas: 

v = em z = + L/2rt-l 

com as dernai~ condições de contorno hornoqêneas. - " 

anti-si \ -

' 13.3) 

ii) referente as condições forçantes, 

tricas: 

chamadas. 
~ i ' 

de anti-mé 
I 

j 

·' 



-em z = + L/2rw < (3.4) 

com as demais condições de contorno homogêneas. 

Note-se que todas as condições de contorno (incluin 

do as Lomos·êneas) simétricas são invariantes 'se z for tro 

~ado p--:·r {-z) e que todas as condições anti-si!llétricas tro 

caro de sinal se z for t.rocado por - z" 

A vantagem da decomposição acima consiste em certas' 

propriedades de invariâncias que o sistema (2. 25) possui· '

em relação à substituição de z por (-z) no caso simétrico 

ou, então anti-simétrico. 

3.3- Caso Simétrico 

Note-se que substituindo 

z = -z 
r = r 
-u = u 

w = -w I I
' 
' 

' 

I 

a equaçao (2.35a) passa a ser: 

r ali + (2 A i'2 + 1) + r aw - o 
ar az 

isto é, na o muda a sua forma. 

Ainda note-se que: 

a = a a aw = o 
az az ar az 

;ll 

e que: 
,\ I ~ 

1 
a 2 = az = a 

az 2 az 2 ar 2 ar 2 

1!: facil ver que todas as equaçoes ( 2. 2.5) permanecerãJI 

invariantes no caso simétrico se for substituido 

-
j I 

,, 



r = r 

z = -z 

u = u 

v = v 

w ~ -w 

T = T 

p ~ p 

E as condições ele contorno (3.3) ficam 

em + z = - L/2rw 

portanto também apresentam a mesma invariância. 

t 
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f (3. 5) 
i 

Concluindo, ve-se que no caso simétrico pode-se fa 

zer as substituições (3.5) obtendo-se a mesma solução em 
- - -termos das variáveis u, v, w, p, T 

T11,peT. 

Em particular tem-se: 

u ,r, z) ~ u (r, z) cc-=;> u 

v tr, z) = v (r • Z) v 

w (r • z) ~ w (r, z) =--> w 

T <i-, z) ~ T (r, z) =--> T 

p tr, z) ~ p (r • z) ' p 

Assim verificamos que u, v, p 

que em termos de u, v, 

(r' 

(r' 

(r • 

(r • 

(r • 

e 

;, 
' 

-z) 

-z) 

~ 

~ 

u (r • 

v (r, 

-z) ::;: ·~ w (r • 

-z) = T (r • 

-· = p {r, 

T sao funções 

Z) 

z) 

Z) 

z) 

z) t 

pares 

em relação a z, ao passo que w é impar. 
> i 

Logo para z =o (eixo horizontal de simetria) podemos 

formular as seguintes relações válidas para o caso simé 

trico. 

-

·' 

• 

I 

I 
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au ~ J 
(3.6a) < 

az 

~ 
~ o < (3.6b) 

az 

w ~ o < (3.6c) 

.212._ ~ o < ( 3. 6d) 

az 

aT ~ o < ( 3. 6e) 

az 

Estes resultados são consequêncta imediata de serem; 

pares vu Ir.tpares as funções em questão. 

3.4 - Caso Anti-simétrico 

-Neste caso com r = r e ~ = z, nao pbdemos admitir 
como no caso simétrico que v = v, pois as condições de con· 

torno (3.4), isto é: 

{: 
~ 82r em z = -L/2rw 

~ - ~2r em z ~ L/2rw 

ficam 

I 
em -z ~ L/2rw 

em z ~-L/2rw 

e portanto não sao invariantes em relação ~ transformação, 

pois trocam de sinal. 

ples, basta admi '.ir 

torno serao: 

A solução, nesta situação, é. sim 

v = -v, pois assim as condições àe con 

v ~ em z = L/2rw 

f 
' 

li 
r 
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-em z = -L/2rw 

e portanto idênticas com as originais e apenas escritas nu 

ma sequência diferente. 

Analisando a equação (2.2Sc\ vemos que v troca de 

sinal, logo a variável u deve fazer o mesmo. Ass'im obte 

mos: 

u = -u 

Da equaçao (2. 25a) resulta que como u troca de sinal, 

a variável w não pode trocar; já que no termo onde ela se 

encontra em aw/ a z, a variável z trocou de sinal. 

Assim sucessivamente obtemos que o sistema (2.25) fi 

nal e as condições de contorno ( 3. 4) , bem como as condi 

ções de contorno homogêneas são invari.antes em relação a 

transformação. 

r -· r 

z -- -z 

u -= -u 

v = -v 

w = w 

p = -p 

T = -T 

Recorrendo ao mesmo raciocínio do caso anteri 

or, isto é, das equações (3.5) obtemos as seguintes 

ções no caso anti-simétrico 

u (r' -z) = -u (r' z) 

v (r' -z) = -v (r' z) 

w (r' -z) = w (r, z) 

p (r' -z) - -p (r' z) 

•T (r' -z) = -T (r' z) 

rela 

) 
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Observemos que u, v, p e T sao 

relação a z, ao passo que w é par. 

as equações (3,6;, podem ser formuladas 

funç"T Irnpares em 

Assim analogamente 1 

as seguintes rel~ 

ç5es válidas no caso anti-simétrico, no plano médio da cen 

trifuga, z = 0: 

u = o 

v = o 

~= o 
' z 

i 
< ( 3. 7 I 

p = o í 
T -- o 

~.5 - f~racterístic~s Especiais das Propriedades 

tria e Anti-sime1:ria. 

de L me 

Tendo verificado a invariância do sistema de ~~s 

e das condições de contorno no caso simétrico (ou então a~ 

ti-simétrico), notamos que basta resolver a metade da meta 

de da centrlfuga, isto é a metade da figura (2.2), para o~ 

ter um perfil do escoamento desejado. (v.ide a fig. 3.1). 

' 

I 

--centrífuga 

,---eixo central de simetria (r"" O) .. 
Fig: 3.1 Simplificação na centrífuga. 

., 

' 

' ,, 

·' 
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Esta simpU.ficação é possivel já que 
'i 

com as propri~ 

dades acima descri tas, a centrifuga vem <t possuir t além de 

um eixo central de simetria (r = 0), um plano horizontal 

de simetria ou anti-simetria (z = O) . 

A importância desta simplificação se destaca no sen 

tido numérico já que possibilita um melhor aproveitamento 

da rede represen~ativa. 

t. ' 

• 

I 

( 

' I 

• 

I 
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C A P ! T U L O 4 

METODO DE DIFERENÇAS FINITÀS 

4.1 - _!nt~odução 

com o método de diferenças finitas obtemos a solução 

numérica de equações diferenciais sobre uma rede ou quadr! 

culado uniforme. Um ponto genérico da rede é chamado de: 

(x
0 

+ i (óx); Y
0 

+ i (6y) ) 

com referência a una origem (x0 , y0 ), onde âx e ây sao res 

pectivamente intervalos nas direções x e y • Observamos 

a titulo de informação que em geral sao utilizados interva 

los de tamanho fixo. 

Para qualquer função f(x) podemos definir os operad~ 
res diierenciais A, 'V e ó para Cl intervalo h como: 

e charrtamos 

HCxl = fCx T h) - ~(x) 

Vf(x) = f(x) - f(x- h) 

ôf(x) = f(x +_1 h) 
2 

= 

= 

= 

f(x- lhi 
2 

diferenças "forward" 

diferenças "backward 11 

diferenças centrais. 

! 

Corno já foi citado anteriormente, é; comum o uso ' de 

intervalos de tamanho fixo no método de diferenças finitas, 

tanto na direção horizontal x como na direção vertical y 

na rede representativa. No presente trabalho, dada a co~ 

figuração especial do escoamento secundário de contra-cdrrente 
na centrlfuga é -:esejado obter um melhor aproveitamento da 

• 

·' 

I 
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rede. Neste sentido estudamos a possibilidade de usar in 

tervalos de tamanho variável; de tamanho normal nas regiões 

de menor interesse e rede mais densa nas regiÕes de maior 

variação de parâ~etros. 

Assim apresentamos a seguir o método de diferenças 

finitas para intervalos de tamanho variável. 

4.2- Diferenç~~ Finitas de Primeira Ordem 

Q~~f~!~bQ: Uma função f calculada no ponto ( X i, Yj) 

se designará por fij. 

4.2.a - Primeira Derivada 

Quando uma função f e suas derivadas são! t&nções fi 

ni tas e continuas de x e y , temos pelo teorema de Taylor. 

= 

= 

onde hi é o intervalo entre x.;_ e x1 +l 

e hi-1 é o intervalo entre Xi- 1 e Xi 

como ilustrado na fiq: 4.1 

-

h. h i >-1 ,. • ... 
11-xi . -1,) 'xi -,J 

i -

l 
~x.+ . 

l J , J 

j-1 

i+l 

< (4.1) 

,< (4.2) 

l 

' 

Fig: 4.1 Rede para diferenças finitas de primeira ordem. 

·' 

·' 
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Das relações ( 4.1) e ( 4. 2) obtemos a aproximação da 

derivada af/ax no ponto i,j. Assim, 

c:)ij 
= fi+1 .j - f ij 

< (4.3) 

h i 

c: )ij fi. - f 
= J i-1 'j < (4.4) 

hi-1 

Chamamos a equação ( 4. 3) de diferença FORWARD e a 

equação (4.4) de diferença BACKWARD, 

se desej armes aproximar a der i v a da da função no Don 

to (i,j) usando os intervalos anterior e posterior ao pon 

to, temos então que somar as expressões (4.1) e (4.2), as 

sim obtemos: 

fi . - f. . 
+1,) l-] ,] 

3f . 

ax ij 

fi+I,j fi-1 ,j 
< 

hi+hi-1 

que chamantos de diferer..ça de primeira ordem central. 
' 

( 4 • 5) 

Analogamente às expressões acima pode- se deduzir f a 

cilmente as expressões para a sequnda de=ivada e para a de 

rivada mista. l i 

d - d 1 '
71 

Reve11 o as consideraçoes e Co latz 
~ { 
;; 

nosso· in te 

resse se concentrou num refinamento do método de diferen 

ças finitas aplicado à equaqões diferenciais parciais. Es 

te é o método de diferenças finitas de segunda ordem,ampla . -
mente usado na sua forma geral, isto é, de intervalos de 

tamanho fixo, para problemas f!sicos e de engenharia. 

Como já foi c i ta do anteriormente, devido ao in tere!! 

se em usar redes representativas com tamanho ãe intervalo 

veriãvel, apresentamos a seguir a rPformulação do 

para este caso. -
' 

mé;todo 

I 
\ 

I 
f 
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4.3 - Di~erenças Finitas de Segunda Ordem. 

4.3.a- Diferenças Centrais 

Seja uma 

abaixo: 

porção da rede representat:i va como il\l.Stra 

(i-I,i+Il [L '+11 . 

kj 

(i-1 ,j) (i. j) . 

hi-1 h i 

kj-I 

(i+I,j-1) (i,j-1) 

(i.+l ,i+l) 
~· 

(i+1,j) 

ponto ncxlal de interes 
se = xij 

h = intervalo na OOord. x 

k = intervalo na coord. y 

(i+1,j-1) 

Fig: 4.2 Rede para diferenças finitas centrais de 2ê ofdem. 

i) Primeira e Segunda Derivada (em x) 

Usando a expansão da função em série de Tavlor temos: 

= f (x) + h1 (H) + 
~X ij 

1 h 
2 

'a 2f) i 1-
2 \ Bx2 ij 

< 

lh. '(a'r) < J..-1 -~ 

2 \ ax2 ij 

(4,5) 

( 4. 6) 

\2 -Multiplicando a equaçao {4.5) por h 1 _ 1; f: a equacao 
2 

( 4. 6} por ( -h1 ) e somando as expressões, obtemos: 

( 3f \ hi-1 = 
-;;; /ij h i (hi+hi-1) 

h. 
] 

hi-1 (hj+hi-1) 

Agora para obter a 

e~uaçao (4.5) po:;_ h 1 _ 1 

fi+l ,j + 
h. ,-h. 

1.- 1 fij 

h. hi 1 -I 

fi-1 ,j < ( 4. 7) 

segunda der i vrtda, rr,ul tiplicam"os a 

e a equação (4.6) por t
1 

e so 

.> 
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mando as expressoes, obtemos: 

( a'f) 
ax2 1j = 

2 2 

2 +---=--- < (4,8) 

Para obter a primeira e segunda derivada em y basta 

substituir o s!mbolo h por k, o índice i por j e a va 

riãvel x por y. 

11) Derivada Mista 

Pela expansão da série de Taylor, temos: 

fi+l :j+l = f 1j + h i ( lf ) + ki Í a f \ + 
ax 1j \ ay / 1i 

í I ' 
2( a2f 

2 
1 h a2f h1kj + ki ( a2f) « (4.9') +-

i ax2 ) 1j 
+ 

2 xi yj \ ay2 ij 

k. cf) + J-1 -
ay 1j 

hik. J-1 
a2f 

ax1 õy 

.. 

1 

2 

+ 

h 
2 

( a2f' i - ' 
ax2 ) ij 

2 2 ' 
k.l(df\ 
J- -) 

\ ay2 ij 

< (4.10) 
I 

·' 



k. {ar ) + ]-1 -
I ay ij 

1 

2 
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-- + )-1 -'"~ k. 2( a2f) < (4.11) 

axi.ayj ay2 ij 

hi-J11) + 
\ax . ij 

+ kj ( af) + 
ay ij 

1 

2 

I 

h k 
- i-! j 

< (4.12) 

somando primeiro as expressões {4,9) e l4.10; 

e (4.12) duas a duas e logo somando o resultado da 

ra soma com a segunda, obtemos: 

1 • 

.'fi. -fi j +fi. 1 +1,)+1 +1, -1 -1,)-1 - ,J+l -fi!'} 

4 • 3. b - ·Di-ferenças· ·''Forward •• 

As diferenças finitas do tipo 11 for•-.'ard" -sao 
cial interesse para pontos de fronteira da r.ede. 

( 4.11) 

prlme! 

de esp!:_ 

Convém mencicnar que em geral são usadas.redes repre 
sentativas incluindo uma cela a mais nos sentiJos Vertical 

) 

.> 

) 
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e horizontal, como ilustrado na figura 4.3 Consideramos 
' 

isto desnecessário já que é adicionada informação não exi§_ 

tente ã ctla o que acarreta em erros numéricos, usando as 

diferenças do tipo "forward" pode se usar a rede represe!! 

tativa original como ilustrado na mesma figura. 

r-----
1 

Cela excedente;~ 
vertical~ .,.. __ _ 

-·~----T----~-

I I ' 
I I 

I I 
I ' ' 

I 

-

Rede original 

--1----, 
i ' 
I I 

\ I I 

' ' 1-- -, 
I 

Cela excedente : ' Cela de Fronteira 
horizontal~ 

}----
1 
I kj+ 

· , i+z I 

' -- -- ·- - 1 

' 
J ' I 

I 
r--- - i.i+l '+1. i+ I ____ __, 

I ' 
: k. 

J L ___ _ 
I 

h. hi+l ' 
l ' -

------~ 

li,j i+l ,) •1+?..,] 
' I I ' I I I I 

' 

Figura 4.3 Rede para diferenças finitas Forward 

de segunda ordem • 

• 
~ l ~ 1 ,- ,, 

~ ' ' - . ·- .• 

h :EL:DTE.Ct\ 

,'!.,. - -, ~ 
f"·> ; ' I if' 



ii) Derivada Mista • I 
' 

Vejamos a expansão em série de Taylor do ponto 

xi . +t,)+l. 

fi+ I,j+l : fij + hi (2!) . + kj(U) + 
~X .i) a v ij 

1 
h 

2 

(''f) hikj a2f 
H, e'f) < 

+ 
i ax2 ij 

+ + 
2 axiayj ay2 ij 

' 

~44~ 

(4.19) 

Agora substituindo as equações (4.17) e (4,18) em 

H;ax e 
ra af;ay 

a2f 

ax.ay. , J 

a2 f/ax 2 e fazendo um desenvolv,men~o anãloqo 
e a2f/ay'' da equação (4,19), obtemos: 

\ 

<(4.20) 

4. 3.c - Diferenças "Backward" 

I 
' 

As considerações feitas para as diferenças finitas de 

segunda ordem "forward" são também aplicãvies neste caso : 

(i-2,j) (i-1 ,j) 

hi-2 hi-1 

(1-l,j-
-

(i ,j) 

k. 
)-1 

(i,j-1) 

k. 
J-·z 

(i,j-,l 

I 

t 
• 

ponto nodal de 
interesse {xij) 

Fig: 4. 4 - Rede para diferenças finitas "Backward" de 2~ 

Ordem. 

-

·' 

' 

I 
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i) Primeira e Segunda Derivada (em x) 

Primeiro chamarn~c: 
I 

.! (4.14a) 

< (4.14b) ' 

Usando novamente a expansão em série de Taylor, te 

mos: 

f (x+ll) ~ 

fij + H ( _ll) • + 1 
2 

( 'f) < ( 4. 15) 
H :x2 ij 

~X i] 2 

f(x+h) = fij+h(~f) + 1 H
2

( ~'f) < ( 4 .16) 

~X J.j 2 \ Clx 2 ij 

•·lu1 tiplicando a equação ( 4 .15) por h 1 e a equação 

( 4 .16} por -H2, expandindo H pela relação 4 .14 e somando 

as expressoes resultantes, obtemos~ 

2hi + hi+l fij 

hi (hi+hi+l) 

Efetuando cálculos 

temos: 

('2f) 
2 = 

ax2 ij hi+I (hi+hi+l) 

+ 2 f:lj 

h i (hi+hi+I) 

-

f.+2 . 
~ ,] + 

análogos, 

fi+2,j 

(hi+hi+l) 

hi hi+l 

< (4.17) 

das mesmas equaçoes, oh 

~ i ,, 

• :t 
' 2 fi+I,j ' + I 

hi hi+l 
j 

1 

< (4.18) 

' ' 

·' 

' ' 

·' 

I 
'I 
1 
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i) Primeira e Segunda Derivada {e~ x) 

Chamamos: 

e t~mos pela expnasao em série de Taylor: 

f(x-H) = fij-H(af) +H
2
(a2f). 

ax ij ax' iJ 

< (4,21) 

f(x-h) -h(!!) + h2 (ti) 
1x; ij ax2 , ij 

< (4.22) 

l 

Multi?licando a equação (4.21) pQr h 2 e a equação 

(~.22) por -H 2 e somando as expressões para p primeira de 

rt ... Tada e; multiplica!tdO a equação (4 .21) por~ e a equaçã~ 
( 4. 22) por -H e somando as expressões para a 1 segunda der,! 

vada, obtemos: 

('2f) 
ax2 ij 

+ 

hi (h. +hi ) -I ~-I -z 

2 = 

hi-2 (hi-1 + hi-1) 

2 fij 

hi-1 (hi-J + hi-2) 
! 

-

f. 2 • 
l.- , J 

fi . -2,J 

(hi-1 + hi-2) fi-1 . , J H 

hi-1 h i-2 

< (4.23) 
i" 

2 fi-I,j + 
h. h. 

J.-1 l.-2 

< (4.24) 

•• 

I 
• 
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ii) Derivada Mista 

Expandindo a séri~ de Taylor pa~~a o ponto x1 _ 1 ,j-l 

obtemos: 

f(x-h,y-k) 

l 
I 

+ 

Desenvolvendo cada uma das expressões derivadas em 

diferenças finitas "backward 11
, obteremos: 

= fi ' fiíj - -1 ,] - ., -I 

Note-se que a derivada mista em diferenças finitas 

"backward" é simétrica em relação a expressão da deriva

da mista em difErenças finitas "forward". 

4. 4 - Configu·:ações Especiais 

Observamos que numa rede, além das configurações aci 
tfl_a d~scri t913, ainda possui mos ãuas confiqu:r.:ações para as 

q .üs é necessário definir a. derlvada mista já que a pr.!_ 

l!'eira e segunda derivada podem usar o caso "forward" ou o 

caso "backward", respectivamente. 

Vide a figura (4.5). 

i 

l 

·' ' 

,I 



ponto de confi 
guração ~speci 
al A -

(i ,j) 

(i,j-1) 

(i+1,j) 

(i+1,j-1 
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t 
f 

(i-J ,j+t) (i,j+1) 

ponto de configura 
dão especial B. -

(i,jl) 1 (i-1 ,j) 

Figura 4.5 - Pontos de Configuração Especial 
I 

lo r 

to 

Primeiro vejamos o desenvolvimento em 

do ponto (i+l ,j-1) para obter a derivada 

A. 

f(:>O+-h,y-k) 

+ 1 

2 

h a2 f 2 ) 1 
( ax:t ij 

+ h
1
k. a2 f 

J-1 + 

série 

mista 

+ 
\ 

·it 

de 

do 

,, 
I 

Tay 

pO!!_ 

j r . 

Desenvolvendo as derivadas em x uSando as diferen 

ças finitas "forward" e as derivadas em y 

renças finitas "backward", obtemos: 

= + 

I 
1lSando as dife 

·' 

I • I 



í 
Agora vejamos o desenvolvimento em série de Taylor 

do ponto (i- l,j+l). 

f(x-h,y+k) 

+ 1 

2 
h 't~2f) i- 1 -

ax2 ij 

+ 

desenvolvendo as derivadas em x e y usando as diferenças 
finitas "backward" e "forward" respectivamente obtemos: a 

derivada mista parn o ponto B. 

= 

+ f. '+ J., J 1 

• 
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C A P ! T U L O 5 

OBTENÇÃO DO SISTEMA FINAL EM DIFERENÇAS FINITAS 

5.1 -~redução 

-r: 
62 
~ 

Rearranj ando os termos do sistema rl.e equaçoes ( 2. 25) 

de maneira a aparecer primeiro os termos com a variável u, 

' depois v, w, t e p respectivamente, obtemos: 

r au + (2Ar 2 +ll u + r aw = O 

ar az 

r' a 2 u + r ( 1--} Ar
2

) au + r'- a:<.u 

ar 2 ar rlz2 

+ 1 e -A (l-r2 ) 
2 r 2v - l e 

-A(l-r 2 l 

1 

E 

2 

3 

E E 

1 e -A(l-r 2 ) 1 r' .!.e 
E 2A ar 

-A(l-r 2 ) 2 2 "2v e 2 r u + r a + 

ar 2 

- v = o 

A r 2 au + r a 2w + aw + 
az ar 2 ar 

- r 1 1 e 
-A ( l-r2) 

~ = 
2A E az 

= o 

r a2w 

az 2 

o 

( 
\ 

r 3T -

' (5 .la) 

1+ 2 Ar') u 
3 

' (5 .lb) 

' (S.lc) 

< ( 5 .ld) 
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Z -A(l-r 2 ) 

4 (Br) r e 1 u + r a 2 T + aT + r a 2T = o < (S,le) 

E ar 

·t 
l~ote-se que os termos foram arranjados de manei=a a·~ 

aparecerem na sequência da ordem de diferenciação e quef 
também cada expressão diferencial está isolaJa individual 
mente multiplicada por um coeficiente. 

5.2- Rede Representativa da Centrífu~ 

Seja uma centrífuga como ilustrada na fi9ura 2.~ Fa 

zemos o seguinte arranjo de rede para aplicar o método de 

diferenças finitas ao sistema de equações (5.1) que gove.r 

na o escoamento dentro da centrífuga. 

j = jmax 

. 
' . 
I . 
• 

z = o - .. + -- - -' 
. / 

plano médi o 
de simetria 

j = 3 
j = 2 
j = 1 

• 
I 
. 
r . 

,i = 1 

Ir = o . 
I 

1
""eixo 

--

i 

de 

'-Tampa Superior 

' ' ' 

_.parede lateral 

- -- -- - -- -. -

2 \ i = imax 

r = 1 

Tampa Inferior 
I 

simetria ' • 

Fig: 5.1 Rede repr~sentativa da centrifuga. -

·' 

l 
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Lembramos que, da figura 5.1 só será resolvida a me 

tade, isto é, a partir do plano médio (z 1 0). A rede na 

figura S.! serve para o caso simétrico ou anti-simétrico. 

Para colocar o sistema de equaçoes ( 5. 1) num esquema 

prático de cvmputação, elas ser ao expressas em diferenças 

finitas num arranjo de rede onde r está no intervalo o < 

r < 1 e _L/2 < " < L/2 como ilustrado na ·figura 5.1 

As coordenadas (r, z) são substituídas por um siste 

ma de rede discreto (i, j) tal que 

j 
(i = 1, 2, 3, .. imax-1) 

(j=l,2,3, )max-1) 

:x=l I 
da a coordenada do ponto nodal na rede. 

Usamos aqui intervalos de tamanho variável para me 

lhor aproveitamento da rede nas regiÕes de ampla variação 

dos parâmetros. 

5.3 - Aplicação de Ç)iferenças Finitas ao Sistema 

Usando as expressões obtidas nc capítulo 4, para r~ 

presentar diferenciais em diferenças finitas de intervalo 

variável especificamente as diferenças finitas centrais de 

segunda ordem, e utilizando a rede representativa acima 

descrita nas coordenadas r e z , obtemos a aproximação de 

sejada como abaixo descrita. ' ' 
Primeiro definimos as constantes para as expressoes 

em r: l 
' 

hc1 
hi-1 

= ~ (5.2a) 

hi (hi-1 + hi) 

-
I 
' 

,) 

,, 



= 

= 

= 

hcs = 

= 

2 

+ hi ) 
- 1 

hi (h, + hi) 
1-J 

2 

2 

hi-1 (hi + hi_1) 
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< (5.2b) 

, (5.2c) 

< (5 .2d) 

, (5.2e) 

< (5.2f) 

1 
As constantes para as expressões derivadas em z: 

= 

kcz = 

kc 3 = 

= 

kJ. (k. + kJ.) J-1 

k 

2 

• 

+ k. ) 
)-1 

.. 
< (5.3a) 

< (5.3b) 

< (5,3c) 

< (5.3d) 

f ! 

I 
! 

I 
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kc 5 
2 = < (5.3e) 

= 2 
< (5.3f) 

Com as cantantes (5.2) e (5.3) podemos aplicar dire 

tamente as diferenças finitas ao sistema (S.l)J 

i) Equação de Continuidade 

Na equação (S.la) substit.uimos as expressoes au/êlr, 

aw/3 z e a variável u por: 

u = uij 

au = hc1 ui+l, + hc 2 uirj - hc3 u. 1 j 1- ' j 
ar 

e obtemos rearranjando os termos: 

[- ri hc 1 ] ui +1, j + l ri hc2 + 2A ri+l 2 J Ufj -

r ri hc3 J ui-1 
[ri kC!J 

l 
' J + Wi,j+l + 

L 

+ < (5. 4a) 

ii) Equação da Quantidade de Movimento Radial 

Substituindo as expressões com primeira derivada de 

forma análoga à equação de continuidade e ás expressões de 

segunda derivada por 

a 2 u = hc~ ui+l, j - hc 5 ui,j + hc 6 Uf-1, j 

ar 2 

, 

. 
l 



~:~ = kc4 ui,j+i _ kcs Uij + kc6 ui,j- 1 
3z2 

e assim sucessivamente, obtemos: 

kc6] u .. 
1,)-1 

+ 

[ 
- 1 -A(l-r. 2) 

- E e 1 r ,1 T . J .. 1 l,J [ 
-, -A(l-r. 2) 

- E e 1 

[ - 1 -A(l-r 2 ) 
l/2A r 1 

2 hc2] + - E e i p. ' ,, J 

l -1 -A(l-r. 2 ) l/2A r;' hc3l p. 1 . = + E e 1 )_- , 1 o < 
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r. 2Jv1 . 
1 ,J 

w ' 

'· 
( 5. 4b) 

Para as três equações restantes do sistema (5.1.) por 

um processo análogo ao utilizado para as duas equações an 

teriores, obtemos: 

iii) Equação da Quantidade de Hovi.mento Angular 

[_2 E-1-A(l-r.;,:) 2jl 
1 

e l r. u .. 
.. 1 1,] 

-

v. 1 . + 
1- ,J 

+ 

·~ o 

+ 

'(5.4c) 

í 

~ 



:Lv) Equação da Quantidade de Movirnen':o Axial 

[ 2 2 l 
- /3A ri kc1 j ui,j+1 - [

2
/JA r1

2 kc2] u1j + 

r r2/3A ri2 kc3] u. + r kc,1 + hc 1J + [r wi+I,i 
' 

~, j-I ), 

+ [r1 hc6 - hc 3J wi-l,j +[hc2 -r1 hc5 - r 1 ko~J w .. + 
" ~] • 

+[r. kc 4J w. '+ 
~ ~, J I 

+ 

r -~ -A(l-r. 2) + -E e 1 + 
L 

[ 
-1 -A(l-r 2 ) + -E e 1 + 

[ 
-1 -A(l-r. 2) ] + E e 1 r. 12Akc3 P .. 

l 1,]-1 
o ' (5.4d) 

v) Equação de Energia 

[4 (Br) T. . 
1+1 r] 

+ 

+ [ri hc6 - hc3] Ti-l ,j + 

+ [ hc2 hc5 - r1 kcs] T. [ r1 kc,] T, . - ri + + 
~,j l,J+l 

+[-r1 kc6J T, . 
~,J-1 

= o ' (5.4e) 

5. 4 - Condições de __ (~~ntorno 

Corno na rede representativa os pontos de· frorteira 

correspondem às condições de contorno, agora usamos as di 

ferencas finitas do tipo 11 forward" para 

tampa inferior; e as diferenças fin.itas 

o eixo central e a . 
do tipo "báckwa.rd 11 

para a parede l~eral e a tampa superior. 

•I 

• 
·~ 
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Aplicando as expressoes obtidas no capi. tu lo 4 para 
' . ' diferenças finitas "backward" e "forward"-nas condições' de 

contorno da seção (2.9) do capitulo 2, teremos: t • 

i) Eixo Central (ri = o i = 1) 

ui . ~ o j = 2' 3, jmax 1 ,J 

v. 
l.,j = o j = 2' 3, jmax - l 

wi . wij = o i = 2 ' 3, jmax - 1 
+ 1 , J 

T. . T .. = o j = 2 3' ... jmax - 1 
1.+1,] lJ ' 

til O caso da condição de contorno de refluxo global nu 

lo, isto é: 

r p (r) w d r 
o 

= o 

e por causa de termos uma rede com intervalo variável usa 

mos a regra dos trapézios modificada para 

tervalos como descri to no APtNDICE B . 

este tipo de in 

Assim para esta condição de contorno, temos: 

h i + h i+ I 
[r e(Ari+l2)) 

wi+I ,j 
= o i+l 

2 
i = l' imax 2 

j = 2' jmax - 1 

i i) •rampa Inferior (j = l) 

uij = o i = 1, 2, imax 

vij = o i = l, 2' imax (caso geral) 

= e: r i i = 1, 2' ... ~max (caso simê.t:rico) 

• 

h 
' 

) 
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= - rr
1 

i = l' 2, •••. tir& (caso an~-silliitricol 

I 
wij = o i = 1, 2' ... 

Tij = o i = l' 2 ' ... 

A última condição de contorno para a tampa inferior 

é separada em três expressões, para os pontos do meio da 

tampa e para as esçuinas, sendo quê para os pontos do meio 

da tampa é: 

[

-E eA(l-ri2) __ _;2:..._ __ ] u ·r 
i,j+z 

kl. (k, + k., ) 
J J•l 

+ 

! 
+ 

= o ' ( 5 • 5) 

j_ ::: 2, 1max - 1 

lembramos que est_a condição não é homogênea (isto é, i qual 

a 0) nos casos simétrico e ar..ti-simétrico. No caso simé 

trico a condição de contorno acima deixa~de ser nula, 

seja a expressão da esquerda passa a ser iqual a: 
ou 

j 
' ' I, - i = 2, 3, ... imax 1 

I 
' 

·' 

! 
' ' 
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e no caso anti-simétrico a expressão da esquerda f' da condi 

ção de contorno (5.5) passa a ser isual a: 

i = 2, 3, •.• ~ imax - 1 
' 

Os pontos da esquina da tampa inferior tF.!:m as segui_!! 

tes condições de contorno: 

ou 

(i = 1 

[ 

2h1 + hi+ l Pi,j 

hi (hi .• hi+l) J 

o 

' j = 1) 

= o 

j = 1) 

o 

Para esta Última condição de contorno na ponto de ~s . -
... ! ' 

guina, também temos mudança nos casos simetr::iço e anti-si 

rnétrico. No caso simétrico a condição deix~ de ser hom~ 
gênea e o lado esquerdo passa a ser igual a: 

2e 

.I 
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lii) Tru'tlpa Superior (j = jmax) 

llij = o i = 1, ... imax 

vlj = o i = l' ... intax (ca.'o qeral) 

= ri i = l ' ... imax· (casos simétrioo, 
e anti-simétrico) 

o i 1, imax i 
wij = = \ 

_\ 
;,' 
' ' Ti. = o i = 1, ... imax 

. J 

Analogamente ã tampa inferior, a Ül ti ma condição de 

contorno e separada em três expressões, para os _pontos do 

meio, temos; 

[ 

A(1-r 2) 
+ E e i 

+ 

+ 

+[ ~ hi-1 J pi+1 ,j 
+ 

hi (hi + hi-1) 

r 1 h. -h. 1 l pi . + ' ,_ ,] 

2A hi hi-1 j 

o 

i = 2, 

I 
j 

\\ 

' 

'~ 



para o caso geral, nos casos simétrico e anti-simétrico ;i
1 

condição acima deixa de ser nula, e a expressão da esquer 

da passa a ser iqual a: 

(i = 1 . 
' 

(i = imax 

j = jmax) 

. 
' 

o 

j = jmax) 

= o 

A condic:;:ão de contorno acima de..ixa de ser homogênea 

nos casos simétrico e anti-simétrico e a expressão da es 

querda passa a ser igual a: 

1 '\!} Parede Lateral (ri = 1 i = imax) 

uij = o j = 2 ' jmax - l· ... 
• 

vij = o i = 2 ' jmax - 1 ... 

·' 

.> 
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wij = o j = 2 ' 1max - 1 ... 

Tij = o j = 2, ... ' jmax - l 

E a última condição de contorno é iqu.al a; 

[-E 
2 1ui-2,j + [E 2 ]u1 . + 

-I'] 

hi-2 (hi-1 + hi-2) J hi-1 hi-2 

r 
hi-1 1 pi-2 ,j +i l ,_ 

l2A hi-2 (hi-1 + hi-2) 

- [ ~ h. + hi ] pi . + 
1-1 -2 -I 1 ] 

hi-1 hi-2 

+[ ~ 2hi-1 + hi-' 1 Pi,j = o 

hi-1 (hi-1 + hi-z) j 
' ' . 

! 

j = 2, ... jrnax - 1 

5.5 - condições de contorno para o Caso (z = "O,t/2} 

Tomando a região O < z < L/2, J.sto é, entre o pl.! 

no médio e a tampa superior, temos somente l/4 da rede t2, 

tal para resolver no caso anti-simêtrico~ t de particular 

interesse esta solução dadas as grandes vantaqens em rel.! 

ção ao tamanho da rede e consequentemente à memória do com 

putador. 

Como estamos no plano médio horizontal de simetria, 

usamos as condições de contorno (3. 7) obtidas na seção (3.3) 

do capitulo 3. Estas condi~Ões serão expressas em diferen 

ças finitas a seguir • 
.... 
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' As condições de contorno para o eixo central de sime 

tria, a parede lateral e a tampa superior continuam as mes 

mas, sendo que para o plano médio z == o, obt~os: 

uij = o i = 1 , ... imax 

vij = o i = 1 , ... irnax 

T ij = o i = 1 , ... imax 

pij = o i = 1 , ... imax 

A quinta condição é separada em três expressões, p~ 

ra as esquinas e para os pontos do meio~ temos então, para 

os pontos do meio: 

[ ~ 

-k. ] wl '+ +r k. + k. -, J 2 J ]+1 

(k. + k. ) L k. k '+ 
J ]+J J J 1 

= o 

i,j+I lw -

.1 

! 
' 

~--

~ 
1 

(i = 1 . 
' 

r = O) 

• 

2 
(r e (Ari+l ) 

i+l 

= o 

= o 

i = ·1, ... imax - 2 

! ·= 1) 

' 
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5.6 - Verificação das Propriedades de Simet:o:ia e Anti-Sime 

tria, para o Sistema em Diferenças Fi~~· 

5.6.a- Caso Simétrico I 

Verificamos que substituindo: 

-
2 = z. 

j J 

-r = r. 
i 1 

-
uij = uij 

w .. = wij 1J 

vij = vij 

Tij = Tij 

= 

temos a seguinte mudança 

relações (5.3} como: 

nas constantes J·, definidas pelas 

'<j = 

portanto: 

= 

= 

z. 
J 

z j+l 

-?..,1 + ZJ, J ,. 

de onde vem que: 

= -k. 
J 

daqui obtemos que: 

= 

e 

(-k. 1- k.J 
J- J 

analogamente 

• 

= 

= 
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kc2 ; -kc2 

kcJ = -kc3 .• 
é 
! 

kc4 ; kc4 

kcs = kcs 

kc6 ; kc6 

Agora substituindo as expressoes acima na equaçao de 

continuidade (5.4a) em diferenças finitas, obtemos: 

[r i hc1 ]ui+l,j [ri hc3 J u + 
i -1 , j 

+ [ri hc2 + 2Ari 2] Ui• •J + [q (-kcd] (-wi,j+l) + 

+ [ri (-kc 2) J ( -wi,j) [r; ( -kc 3) ](-wi,j-,l = o 

* 
E verificamos que a invariância também é mantida no 

caso da equação expressa em diferenças finitas. 

t: fácil verificar que todas as equações (5.4.) perm~ 

necerão invariantes com as substitutções acima descritas, 

assim o sistema de equações que governa o escoamento man 

têm a :i.nvariância se expresso em diferenças finitas. 

Ademais as condições de contorno para o caso simétr! 

co continuam invariantes se expressas em diferenças 

tas. 

tini 

Note-se que as constantes hc nao mudam de sinal, p:~is 

r não muda. 

5.6.b - Caso Anti-Simétrico 

Neste caso fazemos a substit11ição: 

= I 
' 

• 

.I 



v .. = -vi . l,J • J 

w. = -w .. 
l,j 1. J 

'j = -T .. .i , j l,J 

Pi,j = -p .. 
l,J 

':t 

r = r i i 
l 

z -- z 
j j 

As variações de sinal para as constantes 

valem para este caso. 

h e 
c 

·66· 

k • c 

Efetuando as substituições necessárias na equaçao 

(5.4a), obtemos: 

b hei] 1-u.+l .) -[rihcs] (-u. 1 .) + l • J 1- ,J 
1. 

' l + 
F h + 2A r/ + l] 1-u .. ) lri + C2. l,J 

+[ri 1-kcl)l wi, j+l + [ r1 lkc2)] w. 
1, .i 

- [ri 1-kcs)] w .. = o 
l.,J-1 

j 

ou seja, verificé1!110S que a equação inteira muda de sinal, 

neste caso basta multiplicar ambos os lados da equação por 

-1, e obtemos a mesma equação ( 5. 4a) , ou seja, a equaçao 

permanece invariante. 

Analogamente verificamos a invariância do resto das 

equaçoes (5.4) no caso anti-simétrico. 

-

_) 

I 
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Nas condições de contorno para as tampas se verifica 

urna espécie de troca simétrica de condições pois possuímos 

para a t.ampa superior: 

-v .. = Er, ou vi . = -Er, 
l,J 1 ,] 1 

• 
para a tampa inferior: 

-v., . = -E r, ou vi . = o r. 
1,] 1 • J 1 

I 

ou seja, as condições de contorno da tampa inferior passam 

a ser as condiçi~·es de contorno para a tampa superior e vi 

ce-versa. 

Deste modo fica provado que o sisternà de equaçoes 

parciais que gover;-ta o escoamento com as condições de con 

torno expressos na forma de diferenças finitas, conserva 

as propriedades de simetria e anti-simetria expostas no ca 

r ~tu lo 

" ' 

I 

·' 
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C A P ! T U L O 6 

TECNICAS COMPUTACIONAIS 

6,1 - Introdução 

A aplicação das equaçoes em diferenças!finitas Óbti 

da.s no capitulo 5, equações (5,4a) - (5.4e) ,.1!a cada um dos 

pontos nodais da rede na figura 5.1 fornece um sistema li 

near algébrico de equações que inclui 

nitas. 

5*imax * ~rnax 
l 

incó~ 

I 
o sistema de equaçoes simultâneas pode ser escrito na 

forma 

A•X = b 

I 
onde se chamarmos a equaçao ( 5. 4a) de y p, r a 

(5.4cl de yv; (5.4dl de Yw e (5.4e) de y,r 

~5.4b) 

temos: 

A ~ 

y 
pll 

y 
ull 

Yvll 

Ywll 

y 
Tll 

y 
Pn 

Ypimax, 1 

Yuimax, 1 

Yw imax, 

YT imax, 

e 

jmax 

jmax 

.. 

ull 

vll 

wll 

Tll 

I Pu 

u2l 
X ~ 

u imax, 1 

v imax, 1 

w imax, jmax 

T imax, jmax 
f -

l 

l 

< ( 6 .1) 

de Yu; 

. 
': 

·' 

I I 

i' 

I 

• 
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Note-se que o sistema (6.1) é quase homOqêneo pois o 

vetor b constante possui elementos diferentes de zero ap~ 

nas para as condições de contorno nas tampas, (as chamadas 

condições de contorno forçantes) • 

1\gora observamos que, nas condições de contorno já 

temos algumas incógnitas identificadas, ist? é, nas condi 
' çôes de contorno homog&neas e nas condições forçantes, sa 

bGmos certamente para o primeiro case por exemplo ,1que: 

ull = o 

wll = o 

Tll = Q 
• I 

e no segundo caso que: 

vll o \ 

t = 

v2l = <r. 
1 

e assim sucessivamente para as demais condições de contar: 

no homogêneas e forçantes; logo, sendo estas incógnitas já 

conhecidas torna··se desnecessário incluí-las no sistema de 

equações 16 .l). Para obter um sistema de tratamento com 

putacional simples, desprezamos as condições de contorno ho 

mogêneas e, levamos em consideração somente as condições de 

contorno forçantes. 

Para simplificar o numero de incógnitas definimos a 

constante Neq, que é o número de e.quaçoes e conSequent~ 

mente o número de incógnitas: 

Neq = número total de incógnitas - numero de incógnitas ho 

mogêneas. 

pêrtalltllo 

N~q = s. irnà~• jmax 8 irnax- 7(jmax- 2) 

• 

' 

,) 
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onde: 

8 imax = variaveis hoiOogêneas nas tampas 

e: 

7(jrnax -2) =variáveis homogêneas na parede e no ei 

xo; 

e ainda definimos mais duas constantes: NeqA, para os casos 

s.irnétrico e anti-simétrico e NeqB para o caso de resolução l 
a part :: ... r do plane médio z=O: 

' i 
NeqA = S•imax * jmax - 6 imax - 7 (jmax-2) 

NeqB -= S•imax * jmax - 7 imax - 7 (jrnax-2) 

Com esta sinplificação redefinimbs o sistema (6.1): 

A' x' = b' 
f 

< (6.2) 

onde A' e x' sao as variáveis A e x respectivamente sem 

as incógaü tas conhecidas das condições de contarmo homog~ 

neas. 

Temos entã,.J um sistema linear de grande porte, onde 

A' é uma matriz esparsa, mas sem uma caracterlstica espec! 

al de esparsividade; x é u..'TI vetor "misto" àe incógnitas, 

isto é, compo::>to por u, v, w, T e p e ainda mais o sis 

tema é quase homogêneo. 
T. 

í ' ' .f, 

' ' 6.2 - Representação de Variáveis 

Para tornar fácil a manipulação das variáveis em que~ 

tão usamos técnicas especiais de representacão de 

veis. 

i 
i) Representação do Vetor de Incógnitas x 

variá 

~ usada uma variável tipo vetor de três dimensões: 

x(i,j,k) 

I 
' 

·' 
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onde, 

onde, 

i - coluna do ponto nodal 

j - linha do ponto nodal 

k - variável em questão; 

k = 1 variável u 

k = 2 variável v 

k = 3 variável w 

k = 4 variável T 

k = 5 variável p 

,, 

i 

Eliminando- se por um processo booleano simples as va 

riáveis conhecidas das condições de ax~ homogêneas, sem 

alterar a estrutura acima definida. 

ii) Rep~ntação da Matriz de Coeficientes 

Como as equações sere.o apl1caàas a cada ponto nodal 

respectivamente, teremos 

teira), 5 equações, onde 

triz A • 

em cada ponto (excetb nos da fron 

cada equação é uma linha da ma 

Usando a mesma idéia do vetor x , definimos: 

AL (i, j, k) 

onde, 

i = 1, 2, imax j- -~ ' j = 1, 2, jmax 

k = 1, 2' 5 

como um outro vetor que armazenará os coeficientes de uma 

equaçao. Este vetor (equação} será gravado em disco cada 

vez que for calculado. 

Ao término da aplicação teremos 

matriz de coeficientes A por linha. 

-

& 
guardado em disco 

t 
a 

í 

l 

i 

! 
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Pelo mesmo proces!:m booleano de eliminação de incóg_ 

nitas conhecidas usado no vetor x , é fácil obter a matriz 

A'. 

6.3 - Resolução do Sistema 

E fácil observar que para um número de pontos nodais 

pequeno já possuímos um sistema de equações grande. Como 

é de interesse o melhor aproveitamento da rede no· sentido 

de obter mais informação é sempre deseja do ampliai o núme 

ro de pontos nodais; assim o ní1mero de incógnitas' e as di 

mensoes da matriz se tornam 

fiei! e custosa manipulação 

memória do computador. 

rapidamente imprátiCas e de.di 

devido à di~ensão limitada f a~ 
' 

Portanto temos dois tipos de resolução: 

i) Quando a rede possui um número de celas que leva a um 

número de incógnitas condizente a memória do computador 

utilizado, o sistema (6.2) pode ser resolvido por qua! 

quer :método de resolução de um sistema l~near associado 

a uma matriz de coeficientes geral. 

Neste trab._o.lho a matriz é invertida usando-se o méto 

do de Jordan (vide Apêndice C) com pivotamento parcial, re 

duzindo a matriz A' na matriz ident.idade através de urna su 

cessão de transformações elementares que também fornecerão 

o vetor b, onde estará o resultado. 

i Quando o número de celas da rede leva a uma matriz 
f 

coeficientes que não cabe na memória do Computador 
i . efetua uma partição da mesma assim: 

A B 

- - -

' 
A,~ 

• c D 

É 
' ' 

de 

se 

,, 

I 
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e resolve-se o sistema através de um processo (vide Apênd!_ 

' ce D) simples de resolução de matriz 

ca restrição é que as matrizes A e D 

e nao singulares. 

particiohada. A ún~ 

devem ser qu.idradas <•· 
r, 

' ' 
Desta maneira de cada vez só sera necessário alocar 

na memória 1/4 dos coeficientes da matriz em questão. 

~ 
o armazenamento das variáveis em disco 'é feita por 

acesso direto aleatório. 

6.4 - Documentação do Programa 

6.4.a - Introdução - SCOA 

SCOA é uma coleção de subrotinas FORTRAN designado 

para operar corno um sistema flexível e expandivel para e~ 

coamento rotativo de gases. SCOA está escrito em FORTRAN 

v usando atualmente cerca de 100 K de memória e disco mas. 

nético para armazenamento de variáveis intermediárias. 

6.1.b - Programa Principal 

O programa principal inicialmente lê os dados de en 

trada, com os mesmos e com as equaçoes expressas em dife· 

renças finitas monta a matriz associada de coeficientes 

por linha. 

BIDIN2 que 

Uma vez montada a matriz, chama a subrotina 

resolverá o sistema, obtendo 

ma a rotina PLOTA se for desejado obter 

os resultados; ch~ 

o perfil déts éurvas 

plotado e, finall'Rente imprime os resultados. 

' 

) 

j 
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os parâmetros principais de decisão seguem o"' segui_!! 

te esquema: 

--
VARIÂVEL DEFAULT DESCRIÇÃO 

IUIN 2l Arquivo de entrada 

IUOU 23 Arquivo de saída 

' KPLO ~ ~ - não plota as curvas 

L 1 - plota as curvas 
-

6.4.c - Subprogramas 

i) GRAVA 

t!: uma subrotina que grava cada linha da matriz num 

arquiv::-.. 

As variáveis principais seguem o seguinte esquema: 

PALAVRA DEFAULT DE --------- SCRIÇÃO 
------1 

IUNIT 2 Arquivo onde é qravada 
.~' 

a matriz 
~----

ii) BIDIN2 

~IDINl 
J 

i 
r-------, 

SOLVE L-MAl'~_j 
A subrotina BIDIN2 monta a matriz de coeficientes e li 

minando as variáveis conhecidas das condições de contorno 

homogêneas por um processo booleano. Dependendo do ?ara 

rretro KPAR, resc- ;.ve o sistema usando as rotinas MATRE ou 

EOLVE. 

Esquema das Variáveis Principais: 

-
{ 

! 
li 

·' 

-i 

I 
• 

i 
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' -- -

PALAVRA DEFAULT DESCRIC.ÂO '" 

o o -
, 

KP chama a l:'otina MATRE 
(resolve a ma t:r i z reduzida) 

1 - chama a rotina SOLVE 
(resolve a matriz particiQ_ 
nada) 

IUTM 10 arquivo onde é guardado a ma -triz reduzida 

ii.i) Ml\TRE 

I MATRE 

l 

,--
0

----"~ 

I 
MATIN1 _j 

A subrotina MATRE resolve um sistema linear pelo mé 

todo de Jordan (vide Apêndice C), usando a subrdtina MATTIIL 

iv) SOL VE - SOLVE 

J 
I ~ULTl MULT2 I 

A subrotina SOLVE resolve um sist.ema linear particiQ_ 

nado (vide Apêndice D), onde: 

PARTIC - subrotina que particiona a matriz 1 

' 
Esquema das Variáveis Principais: 

I 

,I 

1 
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r- - ----
P.\LAVRA DEFAULT DESCRI CÃO 

-
NEQ1 Neq/2 l~ dimensão da .partição'. 

NEQ2 Neq/2+1 2~ dimensão da partiÇão 

IUTA 11 I arquivo onde e armazenada 
a T;~artição A i 

' Í' 
IUTB 12 arquivo onde é armazenada 

ê partiqão B 

IUTC 13 arquivo onde é armazenada 
a partição c 

IUTD 14 arquivo onde é armazenada 
a partição DI ' 

MULTl - rotina que multiplica duas matrizes sendo que uma 

na memória e outra no disco. 

MllLT2 - rotina que multiplica uma matriz no disco por um 

vetor. 

SUB - rotina que subtrai duas matrizes em disco. 

rotina que regrava uma partição da - ' 
matriz após ter 

efetuado alguma operaçãc. 
i:' 

vi PLOTI\ 

PLOTA é uma subrotina que olota os perfis associados· 

a velocidade axial w se desejado. 

DRAW, é uma rotina que serve como interface entre o 

programa SCOA e as rotinas UNIPLOT do sistema CDC qu~ po~ 

sibilitam a plotagem das curvas. 

J 
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6.4,d- Entrada 
' 

Os !;eguintes parân1'~tros de,rerão se1.· dados de 

no arquivo IUIN. 
eÍhtrada 

t 

~L - núme1·o de pontos nodais na linha. 

NC - número de pontos nodais na coluna. 

A - constante A 

E - número de Ekmann 

EPS - epsilon para a velocidade v . 

{HH(I)- intervalos horizontais entre os pontos nodais • 

• 
I 

{HK(J)- intervalos verticais entre os pontos nodais. 

rKPID-

rAR-
O - não se desejam curvas plotadas 
1 - se desejam curvas plotadas 

O - a matriz cabe na memória, resolução direta 
1 - a matriz deve ser particionada., ·· 

I 

Cada agrupamento corresponde a uma linha, 
,l t 

o formato 

de entrada é livre bastando um branco entre dois números • 

6.4.e- saida \ 

Obtem-se como saída, além dos parâmetros de entrada, 

as coordenadas R(I) e o valor de cada variável u, v, w, p 

e T em cada ponto nodal. ' 
Se desejado obtem-se as curvas por linha da velocida 

de axial, isto é, variável w • 

• 



C A P ! T U L O 7 

CONCLUSÕES 

7.1 - Resulta dos Numérico.s 

Foram efetuados cálculos primeiro no semi- plano in 

te i ro nos casos simétrico e antl.-simét!:"ico. Foi verifica 

do que as soluções comportaram-se da maneira prevista. Is 

to é, por exemplo: 
I 

j_) No caso simétrico, na linha central obteve-se 

~u a v 2..E aT o = = = 
ar ar ar ar 

e 

w = o 

e além disso, recuperou-se as propriedades de que 

u (r,-z) = u (r, z) 

v (r,-z) = v (r, z) 

w {r,-z) = -w (r r z) , 
p (r,-z) = p (r, z) 

T (r,-z) = T (r, z) 

Neste caso obteve-se o padrãc t!pi co do escoamento 

secundârio na forma de duas confiqurações de contra-corren 

te, nas duas metades do semi-plano (vide a Fig, 7.1 a, b), 

I 1 i 
'------------_· --:~ 

-- . - . -· . - . - . - . - . -

fJ',.---~--~ 

L ___ 1JJ \ 

Figura 7.la ' > o 

) 

l 
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dependendo do sinal de e:: nas tampas. 

i ' 
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' ' 

ii) No caso anti-simétrico, r.a linha central obteve~se 

e além disso, 

u = v = p = T = O 

aw = 0 
ar 

recuperou~se 

u (r,-z) = 

v {r ,-z) = 

w (r,-z) = 

T (r,-z) = 

p (r,-z) = 

tambêm as 

-u ~ r, z) 

-v { !.", z) 

w (r, z) 

-T (r, z) 

-p (r, z) 

propriedades de que 

Neste caso obteve-se o padrão típico do escoamento 

secundário na forma de contra-corrente abranqendor todo o 

~emi-plano (vide fig. 7. 2 a, b). 

-
i 
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- . - . - . -- . -·- . -

' 
I 

/ 

Figura 7. 2a E > 0 

ou 

- -·-"·-·-·-·-·-·-·-

Figura 7.2b E < 0 

dependendo do sinal de E: nas tampas. 

Em seguida passou-se ã solucão do - . 
m~tade do semi-p~no em consideração. 

. ' ,, 
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I 

sisümta' no caSo da 

I 
' 

·' 

·' 

\ 

' 
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Como era esperado, os resultados da metade do semi

-plano coincidiram com os resultados anteriores. 

'E importante observar que passando abs . semi-planos, 
' 

o número dos pontos nodais e em consequência das equaçoes 

e das incógnitas diminui aproximadamente até a metade. 

Assim obtem-se melhor aproveitamento da metnória, do 

tempo e outros recursos do computad~r. 

Desta maneira torna-se posslvel recorrendo-se ao rnes 

mo computador, ampliar o número de pontos nodais na rede, 
I i aumentando-se assim a precisão dos resul-qados. 
i 

I 

7. 2 ·R Valores dos Parâmetros 

Os cálculos foram efetuado.s para va~lores moderados 

de A e E e para Br < < L No caso de 

de E < < 1 aparecem violentas variações 

numéricos perto das superf!cies sólidas. 

e/ou A > > 1 
' 

nos resultados 

Este fato deve-se a criação, nestas condiçÕes, ' de 
certas camüdas junto às paredes verticais e horizontais, Co 
mo é bem conhecido da teoria {G). 

Junto às paredes horizontais {discos) forma-se a cha 

rnada camada de Ekmann, de espessura adimen.Sional E l/ 2. 

Dentro das camadas em questão os parâmetros de escoamento, 

(como n, v, w, p e T) sofrem pronunciadas v~riações as 

veze3 maiores do que no núcleo central ele cilindro). r l 
' 

Neste caso aparecem também várias inste.bilidades no 

cálculo numérico, exigindo o maior cuidado 

orática dos mesmos. 

na efetuação 
I 

O parâmetro Br, 

a equação de energia das 

se admitido como zero, desacopla 

demais equações do sistema. Nes 

te caso, se as condições de contorno fossem T = Te = Cte 

nas paredes, a solução da equaçao de energia dentro do c i 

lindro será -
T = Te 

' I 
l 

I 
' 



facilitando a solução das demais equaçoes. 
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Nos casos prãticos o valor de Br é relativamente 

pBqueno {no máximo na ordem de 0,1), fazendo com que o ac~ 

plamento entre a equação de energia com as demais equações 

seja fraco e sem muita importância. 

o parâmetro E entra nas equaçoes de maneira linear6 

resultando no f a to de que todos os resultados u,' v, w, T,: 

p são proporcionais ao valor de ~. 

7,3- Sugestões para Trabalhos Posteriores 

Desde que a presente análise se restringe 

nearizado das equações 2.11 seria interessante 

t 
ao caso li 

determinar 

a solução numérica do mesmo sistema sem a linearização , 

usando a presente solução corno o ponto de partida nas i te 

raçoes. 

Uma outra sugestão é estudar a esparsidade da ma.triz 

de coeficientes do sistema já discretizado e aproveitar és 

ta esparsidade para obter melhoramentos da prograrnaçao no 

sentido de diminuir o tempo de computação e a memória uti 

lizada. 

! 

-

' ' t 
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AP~NDICE A 

EQUACÃO DE NAVIER STOKES 

Nas equaçoes de fluxo de fluidos viscosos com índice 

baixo de viscosidade é importante levar em conta as tensões 

de c.isalhamento. A lei de Newton para fricção implica a e xis 

tência de tensões de cisalhamento entre as part.íc~làs do fl~i, 

do durante o movimento . Estas tensões demonstram ser prooor 

. c tonais, à velocidade angular de deformação das partículas.( 
' Esta é a ::.déia na qual está baseada a lei de Newton para ft-i~ 

çao no caso do escoamento geral tridimensional de um fluído 

vis~oso com escoamento compressível. 

A.l ·- A Equação de Navier Stokes ) 

' 
Na dedução das equações de movimento para flu!cbs Vis 

cosos, Observamos que além de considerar as tensões ~s 

atuando sobre o elemento do fluido, devem s'er consideradas 

também tensões de cisalhamento. 

A.2 - Relação entre Diádicas 

Num fluido newtoniana a relação entre a diádica de 

tensão iF e a diádica cte deformação 
+ 
õ é 

pica. 
linear~ e 

Neste caso devemos ter: 

= ( a + u 5 , Il 

onde o slmbolo ":" denota o duplo produto escalar 
\~ = -p 

isotrõ 

<(1\.l) 

p c l-l 1 
- o primeiro e segundo coeficiente de viscosi 

+ 

dade respectivamente. 

I. ·> 

Na ausência de movimento temos Õ = O, a única tensão 

é·de pressão, en~o a diãdica de tensões vem a ser 

! 
' 



= 
~ 

+ 
-o. I 

onde p = pressao. 

+ 

.\ 
..:..A.2-

< (A. 2) 

Substituindo Õ =O em (A.l) e comnarando com (A.2), 

e 

vem 

e oortanto 
+ 
~ 

T = 

CC't~;oarrmdo 

• 
~ 

T = 

+ 

a 

• + 
( -p + :>. D 

(A. 3) com 
~ 

~ 

-p I + 

-p 

~ + 

.. i> + 2 jJ õ 

+ 
+ 
T 

onde-:; é a diádica de tensões viscosas, vem aue: 

~ + ~ 

r> f + 2 " õ 

Como sabemos cru e a diádica de d~formacão é 

~ + + 
..... -lo T) + + + T) 

t~ -· D = 1 (L + L = 1 v + (V v) J 
2 2 

onde 
+ 
• + + 

L = o • v 

é chamada de "gradiente taxa de deformarão". 

Então temos que 

:t 
T = 

+ ~ 

( -p + ), v v) 

• 
Í + j + + -

pl(v.v)+(V 

' 

ou em notação tensorial: ! 

• 

' (A. 3) 

' {A. 4) 

' , 
I 

< (A. 5) 

I 
I 

< (A. 6) 

<(A. 7a.) 

< (/\. 7h) 

I 

.. 

' 
I 

' 

' 
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Tij = (-r> + À 

~: ) ó ij + " (av; + avi \ 
'I 

(A. 8) 

\ ax_t_ axi) 
Tij = À a v fi i i+ 1-l ( av; +~) < Odl 

ax ax1 axj 

onde 

óij é o chamado ooerador de Kronecker. 

Tomando a formct diferencial da equacão~da auantidade 

de mov ünento temos: 

~ 

---. -+ -+ ::i: 
p Dv = pg + í1 T 

Dt 

onde 
p - mossa especl.fica 

·> 
g - forcas de volume oor unidade de massa 

4 

e decompondo T de acordo com (A.4} temos: 

4 
pDv = 

4 
pg 

4 
-+ + ::}.: 
íl.p +íl.'l' 

'' (A.lO) 

' 

< (ll.ll) 

Agora substituindo (A.7b) em (A.ll) e admitindo ll e 

À constantes ' temos: 

4 4 4 

v' 
4 

1) 
+ + ~ 

PDv = pq - Vp + " v + (À + v (V • v) 

Dt 

que é a equacao de Navier-Stokes. 

·-

' 

.I 
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AP~NDICE B 

INTEGRAÇAO PELO METODO DOS TRAPEZIOS COM INTERVALO VARIAVEL 

i 

Desejamos integrar uma curva f (x) no intervalo (a, 
b] • A função f(x) é contínua no intervalo (Fig: B.l) 

y 

' ; ' 
' ' 1 I 1 I 

' 1-\l. I i-,t ~~~ I 
L_o._;.__:__c__L_::_: __ _:_o_-X 

Fig: B.l Curva f(x) 

(x) dx 

hl 'I' h, 'I' h, 

f (a) ~ f (x 0 ) 

Na ordem 1 ter1amos pela reqra dos 
' 

trapéz ias~: 

f (x) dx 

- h! f (x
0

) + 
-
2 

e generalizando teremos: 

[b f(x)dx 
'a 

f(x 0 ) 

7. 

h, + 

+ 

f("n-d + hn f(Xn) 

2 

+ 

h, f (x 1) + 
2 

h, f(x 2 ) 

:-z-

I 

+ hn-1 + hn 

2 

I 

i 
' 

í 
'f 
' 

•· 

·' 
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APENDICE C 

' INVERSA DE UMA MATRIZ PELO ~TODO DE JORDAN 

C .1 - Introdução 

Seja A uma matriz quadrada nao singular do tipo (n, t 
n) . Nosso problema é determinar X que satisfaça a relaS'ão. ' 

A • X = I < (C;l) 

isto é 

X = inversa de A X 

t d t ! Denotamos por x 1 , x 2 , Xn os ve ores correspon en es l 
a primeira, segunda, ... nésima coluna de X respectivamente ~~· 

e de forma análoga definimos os vetores unitários I 1, I 2, ..• 

In• 
As3im a equaçao (C.l) pode set· subst.ituf.da pelo sis 

j 

tema linear de n equações. 

Ir (r= 1, 2, ... n) < (C.2) 

O sistema tem solução única desde que Det A -:1 O. A 

solução pode ser calculada pelo mêtodo de eliminação ;!de Gauss, 

mas, neste trabalho preferimos a modificação de ,Jordan pelo 

fato de que, embora o método de Gauss seja m~U.s rápido, 

difir..:ação de ~Tordan demanda menos memória de computador 

armazenar resultados intermediários. 

C.2 - Método de Jordan 

a mo 

para 

Começamos escrevendo A e I uma 
l 

ao là.do 
I 

da outra. 

Logo eliminamos x1 de todas as esquações menos a segunda e 

assim sucessivamente. 

Como pode se verificur facilmente, somente n 2 ele~en· 

! 

·' 

I 
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tos na o triviais precisam ser estocados durante todo o ptoce~ 

so. \ 

eliminação 
': 

Cada passo na fornece uma coluna na matriz 

unitária a esquerda e no final temos I no lado esquerdo, e 
A-1 ' no lado direito. l' 

' 

No p-és imo passo teremos o seguinte esquema: 

í - 1,· - "i- - - -e.. '!2. ~ '"" l '"" -
-o o o o '"" '"" 

-o o o '"" o "' 
• • 

-o o >-' o o 'O 

f 
-

~'O ~'O ~ ~'O P?-o -
~ "i- :s'O N ~ "I-

"i- "i- '"" - ... -· ~ "i- - - -n . - ' . 
>-' 

I = 
.. 
~ ~ ~'O ~'O ~'O ~"' 1-.l'l 3"' "i- 'g .~ ~ ~ 

" " I -
~· -" -- --- ---- - + - -

'O 
~'O ~ 

~'O ~'O ~ I 
'OI-

8 'O N ...... ~e - - - - - I >-' 
if. 
ri" ~'O 

~ ~ ~'O ~'OI-
~ " N - "' N - " N ~ ! ~~ 

"' I . í6' 

i I 
I : 

~ "''O ~'O ~"' 1- .;) r_ I T :s N - 'O t - 'O 
~--'O 

---

o o o o ·~ 
e 

- t j 
' ' 1 1 

o o o o s ~ I -
l 
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A seguinte fórmula é usada para a p-ésima redução da 

pésima linha. 

= 

para as outras linhas temos: 

= 

-, Depois de n passos obtemos a inversa A • Somente 

os n 2 elementos que estão enquadrados no esquema precisam ser 

armazenados, o elemento impresso forte aP é o elemento 

pivot para o próximo passo. 

' ' Notamos que os pi vots no Método de Jol:-c an ::São esc o 

lhidos como no método de Gauss, mas como os elementoS sâo tam 

bém eliminados das linhas pivotadas anteriormente. os actu 

ais pivots não sao afetados desde que os outros elementos pr! 

vio~ ao pivot na coluna são zero, isto é, o pivotamento no Mé 
(lO) 

todo de Jordan é parcial 

I 
' 

-

i 
' \ 
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A!'l!NDICE D 

RESOLUÇÃO DE SISTEMA LINEAR EM MATRIZ PhRTICIONADA 

Sabe-se que dada uma matriz Y , nxm, podemos part!_ 

ciona-la de acorro ao nosso interesse. Para problemas asso 
c lados a sistemas lineares, onde a matriz de coeficientes é 

muito grande, é usual utilizar uma partição da mesma em 4 sub 

matrJ?.es. 

D.l - Cálculo da Inversa 

Seja x uma matriz, nxn, particionada em 4' ondê A e 
r A 

:1 
D são matrizes quadradas tais 

X ~ lc DetA'/-Oe, Det D ;I 0. (8) 

[: :] 
se a inversa de é -1 

l X X en 
X = tão temos que 

-, 
~ I X. X 

i 

•) [: :] [ " B l [: :] • = 
y 

ô J 
l ' 

=) Ao + By ~ I ' ( D .l) 

A e + Bô = o ' ( D. 2) 

C a + Dy ~ o ' ( D. 3) 

CB + Dó ~ I ' (D. 4) 

de (D.l) temos: 

y ~ -n-t c 

de (D. 2) temos: 

1 
B -A-1 B ~ 

f 
A ct + s • 

(-D-1 Co = I 
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a ; (A - B0- 1C)- 1 

substituindo em D.4, ternos: 

/, ; (O-CA- 1B) -l 

e analogamente, obtemos: 

i/ ! 
• ; -o- 1c (A-BD- 1C)- 1 

~ 
; -A- 1B (O-CA- 1B) -, 

Calculando cada uma das expressoes o. , 6, y e ó , ob 

ternos a inversa da matriz x . 

D.2 - Solução de Sistema Linear 

Seja a matriz X nxm como definida anteiiormente asso 

ciada a um sistema linear de equaçoes 

X ~ y ; b 

onde 

y vetor de incôgnitas e 

h vetor constante. 

o sistema particionado fica, 

' (D. 5) 

D.2.a - Caso b 2 = O e 

Se no sistema D.S substituirmos b 2 = O, temos: 

,\ Yl + B Y2 ; b, ' '(D.6a) 

c Yl + D -Y2 ; b, = o ' (D.6b) 

•• 

• • 

' 1 



Cy1 + Dyz o Y! = 

Substituindo D.7 em D.6n, obtemos: ~ 

Y! 

y, 

= (A- BD- 1C)- 1 b 
l 

= -o- 1c [(A- sn- 1c)- 1 b
1

] 

ficando assim o sistema resolvido (g) 

D.2.b - Caso b 1 t O e 

Temos do sistema (D.S): 

+ B Y2 = 

+ D Y2 = 

ne (D.Bb) obtemos: 

=> 

Substituindo (D.9) em (D.Sa), obtemos: 

Ay, + B [ D- 1 (b, - Cy I ) l 
Yl = (A- BD- 1C)- 1 [ bl - BD- 1b 2] 

~· 
y, = D-1 (b 2 -{c (A - BD- 1C) -l 

[b, 
_, l - BD b 2 } ) . 

• 

' 

•D. 3-

r (o. 7) 

< (D.Ba) 

< (D.Bb) 

< (D. 9) 

' ' 

\ 

1:' 

í 


