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RESUMO 

Resultados uteis na fÍsica do estado solido, tal co­

mo a aproximaçio da massa efetiva para impurezas em ser1icond~ 

tores, sio baseados na invariincia translacional •1ue hi num 

cristal perfeito. O estado atual avançado das teorias de tais 

materias foi atingido depois de muitos esforços baseados no 

entendimento flsico de modelos simples.No caso de materiais 

inhomogeneos, tais como junç6es e interfaces vicuo-s&lido, as 

teorias se encontram num estado mais rudimentar. O objetivo 

deste trabalho ê o de fornecer soluç6es exatas a um modelo 

simples (uma cadeia inhomogenea de potenciais de funções del­

ta) de junç5es, de modo a providenciar um teste para esquemas 

de aproximaç5es que podem ser estendidos a modelos n1ais rea­

listas. Realizamos um estudo exaustivo dos autoestados de tais 

sistemas inhomogeneos, com ~nfase na explicaçio ffsica dos re 

sultados. Por exemplo, n5s discutimos sistematicamente, esta 

dos localizados nas interfaces vicuo-s6lido (modelo de Tamm ) 

e s5lido-Ôxido-sÕlido. No ultimo caso, demonstramos a existe~ 

cia de estados localizados acima da barreira do 5xido CUJO 

comportamento espacial ~ diferente daqueles estados localiza­

dos interfaciais convencionais. Nos aflreSQrJtalnos, ta1nbGm, so­

luções exatas para um potencial de alcance variivel num sist~ 

ma sÔlido-s5lido. 



AIJSTRIIT 

Useful results of the physics of bulk n1a.erials,such 

as the effetive mass a~proximation for impurities irr sem i-
conductors, are based upon the translacional invariance of a 

perfect crystal. The present advanced state of theories of su 

such materiais was reached after mucn effort based upon physi 

cal understanding of simple models. ln the case of inhomoge-

neous materiais, such as junctions and solid-vacuum inter-

faces, theories are in a more rudimentary state. The motiva­

tion of the present work is that of providing exat solutions 

to a simple model (an inhomogeneous chain of delta function 

potentials) of junctions, in arder to provide a test for 

approximation schemes which report an exhaustive study of the 

e i 9enstates of such i nhomogeneous sustems, wi th emphils is upo11 

physical explanation of the results. For example, ~H~ systerna­

tically discuss localized states of the vacuum-solid (t.he 

Tamm models) and solid-oxide-solid interfaces. ln the latter 

case, we demonstrate the existence of localized stales above 
the oxide barrier whose spatial behavior is different from 

that of conventional localized interfacial states. We also 

present exact solutions for a potencial of varying range 1n a 

solid-solid system. 
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I CAPÍTULO - INTRODUÇÃO 

O cilculo da estrutura de bandas para cristais per­
feitos ê altamente desenvolvido, embora não tenha a p~ecisão 
característica do calculo dos niveis de energia dos atamos. 
Esse desenvolvimento foi parcialmente devido is simplificações 
introduzidas pela invariância translacional que hi num cris­
tal perfeito. Apesar desta simplificação, foram necessirias 
muitas pesquisas com modelos físicos atê serem encontradas as 
aproximações adequadas. Em sistemas não homogéneos, tais como 
junções entre materiais heterogéneos, a situação se complica 
pois neste caso não existe mais uma invariância translacional. 
Consequentemente, não ê claro se as aproximações usadas em 
cristais perfeitos ainda sejam apliciveis em junções.Por exem 
plo, seria interessante achar as modificaçÕQs necessârias da 
aproximação da massa efetiva, ou AME, para o caso de uma impu 
reza hidrogênica perto de uma junção. Para encontrar tais mo~ 
dificações ê importante ter algumas soluções exatas para jun­
ções. Neste trabalho, apresentamos resultados exatos para jun 
ções vicuo-sôlido (superfície). solido-solido, sol ido-oxido-::: 
solido, e uma impureza prõxima de uma junção, tudo dentro do 
modelo de Kronig-Penney. Muito dos aspectos característicos 
do comportamento eletrõnico e retido neste modelo al lamente 
simplificado e unidimensional. 

Nesta primeira parte estudaremos alguns tÕpicos que 
nos seria de utilidade para os tris capftulos seguintes. Vere 
mos inicialmente o modelo de Kronig-Penney que surgiu em 193í 
depois a definiçio de matriz de espalhamento e finalment~ , o 
que são estados superficiais e quais as condições necessarias 
e suficientes para o seu aparecimento. 

No Capítulo II veremos o modelo de Tamm, que é uma 
junçio vicuo-sÕlido. Usaremos um cristal semi-infinito termi­
nado por uma superfície limpa cuja posiçio ê uma variivel. Pa 
ra esse sistema determinaremos quais as condições que deveri~ 

ser impostas sobre a energia em função dos parametros do sis­
tema,para a existência dos estados superficiais. Escolheremos 
depois, um ~alor_particular da posiçio da superfície - aquela 
que nos dara um atamo do cristal sobre a superfície - para o 
nosso estudo dos estados superficiais e funções de onda. 

No III Capítulo o sistema por nos analisado seri o 
de uma junção de três cristais (sÕlido-Õxido-sôlido) sendo o 
do meio de espessura 2d, representado por um potencial barrei 
ra quadrada e os dos extremos sio cristais semi-infinitos. Pa 
ra esse sistema determinaremos as funções de onda e as ener­
gias dos estados localizados nas proximidades do õxido, ou se 
ja, estados em que a probabilidade de se encontrar o elêtron­
nas proximidades das superfícies ê muito maior do que longe 
deles. Veremos que para d muito grande esses estados localiza 
dos se tornam os estados superficiais do modelo de Tamm, como 
seria de se esperar. Estudaremos também, especificamentG o ca 
soem que a espessura do cristal central se anula, isto ê, ~ 
quando temos uma junção de dois cristais. Nesse caso, encon-
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traremos quais as condiçoes sobre a energia que nos darão os 
estados superficiais. 

No IV Capftulo estudaremos o stst~ma conslltu{do por 
uma junçio de dois cristais com uma tmpureza_represer1tada 110r 
um potencial poço quudrado de alc~nCl' arbitrilrio. 

ii o A pendi c e f\ ii de te nn i "õ ti a de um a mane i r a o r I '-, i 11 a l -
as funções de onda do modelo de Krnni9-Pcnncy. 

l.A- MODELO DE KRONIG-PENNEY 

Kronig e Penney'11 consideram um modelo unidimensional 
simples, onde O potencial periodico e representado por uma Se 
rie de poços quadrados como nos mostra a Fig.la. -

V(x) 

-e V o r··· ___ ..... 

I 

-2a -b o 
Fig.la - O potencial periodico unidimensional de Kronig-Pe~ 

ney. 

Passam posteriormente ao limite em que -eVo-•~ e b•O, 
isto e, tornam as barreiras infinitamente altas e infinitamen 
te estreitas. Porem, esse processo i feito de tal forma que i 
irea eVob ê conservada finita. O potencial ê assim levado a 
degenerar-se numa sir!e de funções ó de Dirac, espaç!das uma 
da outra por 2a~ que e a constante da rede (Fig.lb). 

A funçao potencial para a rede monoatomica represen­
tada na Fig.lb, quando tomamos a origem num dos pontos dare­
de, pode então ser escrita na forma: 

-2M eV • 2aUnf-wó(x-2na) 
"h2 

( l . 1 ) 

onde a intensidade do potencial e representada pelo par5metro 
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U, e as constantes de normalização são introduzidas por ra­
zões de conveniincia, A eq.(l .1) afirma que o potencial i ze­
ro em toda parte, exceto nos pontos da rede, onde ele se ele­
va abruptamente a valores infinitamente grandes. Seu valor mi 
dio sobre uma célula unitária ê: 

e V = - U1l 

2M 

r v, x, 
I 

-4a -2a O 2a 4a 

( 1 . 2 ) 

> X 

Fig.lb- Rede unidimensional com âtomos representados por 
potenciais de função 6 de Dirac. 

A função de onda ~ de um elêtron de energia E no 
cristal unidimensional deve satisfazer a equação de Schr6din­
ger: 

+ 2M ( 1 . 3 ) 

"h2 
onde 

2 
~ =2ME (1.4) 

1;7 
Como a eq.(l .)) ê de segunda ordem, isso significa 

que devemos ter duas soluç6es independentes. 
Bloch demonstrou o importante teorema que as solu­

ções da equação de Schr~dinger para um potencial peri5dico de 
ve ter a forma: 

· rt ' 
lK.r (_,_) 

~!( = e q,~ r ( l. 5a) 

onde q,(;) tem a mesma periodicidade da rede. Assim, a função 
de onda representa uma onda se deslocando na direçio t mas 
modulada pelo campo peri5dico da rede. o vetar de onda r i u-
ma função de E , e em geral não é real para todos os valo-
res de e. Como valores imaginârios de k conduzem a funções 
de onda nio limitadas e portanto, sem significado fisico, con 
clurmos que as regiões de energias proibidas nos cristais es~ 
tio intimamente relacionadas com a relaçio entre f e c . Al~m 
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disso, o momento efetivo do elitron na rede~~~ e nao h8 , c~ 
mo seria para um elitron livre, 

Para uma rede unidimensional o Teorema de Bloch fica 

i)!k = eikx <P(x) (l.5b) 

No Apindice A i resolvida a eq.(l.~) com o potencial 
dado pela eq.(l .1). E i encontrada como solução: 

e 2 ikasenE(x-2n~)-sens(x-2~a-2a) --· ' --·-
( 1 . 6 ) 

c os 2 k a- c os 2 o: a 

n' = lx/Za\ e lx/2al e a parte inteira de x/2a. ( 1 . 7 ) 

Uma vez que (x-2n'a) i peri5dica, com a periodicida­
de da rede, temos a forma exigida pelo Teorema de Bloch.A eq. 
(1 .5) representa uma onda, ou equivalentemente, um feixe de 
eletrons que estâ se deslocando livremente para a direita na 
rede. A outra solução independente e encontrada quando substi 
tuímos k por -k em ( 1.5), que nos dâ como resultado uma onda 
se deslocando para a esquerda. 

A eq.(l.5) e expressa em termos d.e seu pr5prio valor 
na origem e se fizermos x•O teremos a relação: 

cos2ka = cos2Ea + aU sen2ca ( 1 . 8 ) 

que i uma relação entre o vetar de onda k e a raiz quadrada 
da energia (E~VE), e i chamada relação de Kronig-Penney. 

Vamos introduzir uma transformação de variâveis.Seja: 

[ = 2a< > ~ ou [ 2. 
.> 

= 2M Ea 2 
(1.9a) 

h7 
e teremos ~'proporcional a energ1a do elitron riO cristal: 

oefinfndo tambim: 

e usando (1.2) teremos: 

2-
l.04a (eVle.V. 

( 1 . 9 b) 

(l.lüa) 

(l.lOb) 

As quantidades t e P nao possuem dimenscies. Usando 
(1.9a) e (l.lOa), a relaçio entre k e o: se transforma na re-
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lação entre ~ e P: 

cos2ak ; coss + P senr; 

21; 

(1.11) 

Para termos funções de onda fisicamente significati­
vas ê necessário que k seja real. Assim, os valores de ener­
gia que tornam o lado direito de (1.11) maior que a unidade 
em valor absoluto, são proibidos. Empregando a eq.(l.ll) pode 
mos construir o grifico de r;• em função de 2ak como nos mos~ 
tra a Fig.l.2a para P>O e a Fig.l.Zb para P<O. Pode ser visto 
que a banda de energia mais baixa ê a mais estreita e que as 
larguras das bandas de energia crescem com a energia,e que os 
gaps de energias proibidas decrescem com a energia crescente 
A Fig.l.3 nos mostra como as bandas de energia variam confor­
me a intensidade da função 6 ê alterada. A parte hachurada -
corresponde ãs bandas de energias permitidas. Parõ P~o não hi 
gap de energia, pois este corresponde ao caso do eletron li­
vre. r visto que quanto mais negativo e P, correspondendo ãs 
ligações mais fortes, mais estreitas são as larguras das ban­
das de energias permitidas, o mesmo acontecendo para os valo­
res de P positivos, quanto maiores, mais estreitas são as ban 
das. Para U fixo e a+oo, então P+~ e vemos que para esse limi~ 

te a largura das bandas se torna nula e o espectro e agora 
continuo e constituido apenas pelos niveis de energias tznrr. 

A Fig.l.4a mostra as bandas de energias permitidas e 
proibidas para o caso P=5.2 e 2a=3.0 e a Fig.l .4b para o caso 
P=-3.1 e 2a;3.0. Ao longo dessas bandas sao mostradas esquema 
ticamente as funções probabilidade~~· para as energias extri 
mas das duas bandas mais baixas. A banda de energia mais bai~ 

xa corresponde i ligação mais forte do elitron ao ;tomo da re 
de. Conforme a energia do eletron cresce, o n~mero de nodo~ 

da função probabilidade cresce tambim e o eletron e menos lo­
calizado. Com respeito i banda de energia mais baixa, quanto 
mais negativo e P, mais estreita e profunda e essa banda e 
mais e mais a função probabilidade i apreciavel somente dire­
tamente sobre o itomo da rede, isto e, o elitron i mais forte 
mente ligado. A medida que P se torna menos negativo,essa baff 
da se alarga e o eletron não e tão completamente localizado­
sobre os centros atomicos mas interage com a rede toda. Por 
outro lado, conforme P se torna mais positivo, essa banda tam 
bem vai se estreitando cada vez mais tornando o eletron bas~ 

ta n te 1 o c ~1 i z ado . I s s o o c o r r e porque par a P p os i ti v o e m u i to 
grande e como se tivéssemos barreiras quadradas infinitas (U~ 

~),o que nos dâ niveis de energias discretos para o eletron 
( l,;wnrr/2a). 
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Fig.l .3 - Variaçio das bandas de enerq1a com a intensidade 
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Fig.l.4a - Bandas de energia e funções probabilidade para 
P•5.2 e 2a•3.0. As funções probabilidade foram calculadas pa­
ra os extremos das duas primeiras bandas. 
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Fig.l .4b - Bandas de energia e funções probabilidade f>ara 
P--3.1 e 2a=3.0.As funções probabilidade foram calculadas pa­
ra o extremo superior da primeira banda e para os extremos da segunda. 
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l.B -MATRIZ ESPALHAMENTO 

Quando um elitron livre interage com um potencial i­
solado e localizado, tal como uma função b, podemos dizer 
que o elêtron ê espalhado por esse potencial, e esse processo 
de espalhamento pode ser descrito por uma matriz espalhamento 
que relaciona a amplitude e a fase das ondas espalhadas a a­
quelas das ondas incidentes. Podemos então considerar um cris 
tal como composto de um arranjo regular de tais centros de es 
palhamento e a passagem de um elêtron através do cristal ,cuj~ 
processo ê descrito pelas ondas de Bloch, pode ser pensado co 
mo um espalhamento coerente da onda plana do elêtron livre pi 
los centros at6micos. A interferência dessas ondas espalhadas 
pode originar uma onda progressiva novamente, embora nio mais 
com o momento 1'1 e do elêtron 1 i'vre, mas com o momento efetivo 
~k das ondas de Bloch. Contudo, essa recombinaçio ê possfvel 

para somente certos valores pr6prios de e e esses correspon­
dem exatamente âs energias permitidas dos estados eletr6nicos 
no cristal. Inversamente, aqueles valores de ~para os quais 
a recombinação nio i possfvel corresponde is regi~es de ener­
gias proibidas. Assim, no caso de um el~tron livre incidindo 
sobre um cristal, se seu momento corresponder i uma energia 
permitida, ele pode ser transmitido livremente atrav~s do 
cristal, embora haja uma certa probabilidade dele ser refleti 
do que depende em detalhe das circunstâncias. Mas se seu mo~ 

menta corresponder a uma energia proibida, entio ele seri to­
talmente refletido e teremos entio o fen6meno da reflexão de 
Bragg. 

Examinemos a interaçio de elitrons com um centro ou 
potencial de espalhamento isolado. Para isso, usaremos como 
representação das ondas incidentes da esquerda e da direita , 
as ondas planas Atexp(i~x) e A~exp(-iE.x) respectivam<•nte. Es­
sas ondas sio espalhadas pelo potencial localizado, nas ondas 
B~exp(-iE.x) e B,exp(iêx) (Fig.l.5). 

-···--·--·-··-----------~ 

<c--------

fl eie:x 
2 

)• 

Fig.l .5 - Espalhamento de duas ondas incidentes por um obs 
tâculo na origem. 
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Como a equaçio de Schródinger ~linear, os B's pre­
cisam ser linearmente correlacionados com os A's: 

s1" s11 A1+ s12A2 

82" 521A1+ 5zzA2 

(l.l2a) 

(l.l2b) 

Os coeficientes Sij sao os elementos da matriz espa­
lhamento S. 

e (1.13) 

Para a determinaçio do espectro de energia, ~ Gtil 
definir uma outra matriz R que liga as duas ondas d~ direita 
com as duas ondas da esquerda do obsticulo cspalhante. 

R = 

por: 

s .. 

Bz" R1 1A1+ R12s 1 

Az• RzlAl+ R22 8 1 

( 

I R 11 R12 
i 
: R 21 R22 

As matrizes R e 

1 
-R21 

s 

"Rzz R1 1R22-Rl2R21 

1 R = 
"SJ2 

2 s,z -sl,szz 

·- 5 1 1 

I 

B 
I 2 R e 

I 
.. 

Az 
.i 

esta o relacionadas 

Rl2 

A 1 

8 1 

urnu com 

(l.lila) 

(l.l4b) 

(1.15) 

a outra 

( 1 . 1 6 ) 

(1.17) 
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!.C - ESTADOS SUPERFICIAIS 

Logo ap5s Kronig e Penney terem publicado o traba-
lho sobre o modelos deles de uma rede infinita, unidimensio­
na simples, Tamm 1ll, usando esse modelo, apontou que para redes 
semi-infinitas ou finitas devem existir niveis de energia ex­
tra nas regi6es de energias proibidas da rede infinita. Para 
isso, Tamm considerou o arranjo linear de funçoes terminado 
por uma superflcie livre. A terminação foi tomada como uma 
descontinuidade em degrau no potencial e a função de onda e 
sua primeira derivada foram ligadas atrav~s da descontinuida­
de. Tamm encontrou que um nível superficial era possível para 
cada gap de energia entre as bandas de energias permitidas.U­
sando o mêtodo da matriz de espalhamento, exposto em I.B, ana 
lisaremos o modelo de Tamm no próximo capítulo. Antes,falare~ 
mos porque surgem os estados superficiais quando temos um 
cristal finito ou semi-infinito e quais as condições impostas 
sobre a matriz S para o seu aparecimento. 

No caso de uma rede unidimensional infinita, as on­
das de Bloch caminham sem interruptão e ondas se deslocando -
para a direita e para a esquerda sao independentes uma da ou­
tra. Contudo, se a regularidade perfeita da rede e destruída 
por qualquer imperfeição tal como uma impureza ou defeito, as 
ondas de Bloch são espalhadas, de maneira que as ondas sedes 
locando em direç6es opostas são acoPladas entre si. Esse aclo 
plamento pode ser expresso em termos de uma matriz espalhame~ 
to. 

Uma situação fisicamente interessante ~ aquela em 
que a matriz de espalhamento se torna singular. Nessa condi­
ção, as amplitudes das ondas espalhadas se tornam infinitamen 
te grandes quando comparadas ãs amplitudes das ondas inciden~ 

tes. Podemos dizer então, que temos ondas espalhad~s de ampli 
tudes finitas sem ter qualquer onda incidente e isso e uma e~ 

pêcie de condição de ressonância. Se o vetar de onda k dessa 
onda espalhada fosse real, ela descreveria eletrons saindo 

de maneira que a imperfeição atuaria como uma fonte de el~­

trons. Tal situação ê fisicamente absurda e, assim devemos es 
perar que k seja imaginãrio na ressonãncia. Nesse caso, as on 
das propagantes são atenuadas e, concordantemente, os el~~ 

trons descritos por essas ondas são localizados em torno das 
imperfeições. Assim,se os elementos da matriz espalhamento se 
tornam singulares, aquelas energias para as quais isso ocorre 
deverão estar nas regioes proibidas(k é imaginário) e corres­
ponderão a estados nos quais um el~tron não i livre para se 
mover atravês da rede, mas i ligado i imperfeição. Se adota­
mos a convenção de representarmos '+' e '+'~ como ondas se des lo­
cando para a direita e para a esquerda res1'ectivamente,a par­
te imaginária de k precisaser positiva, de modo que as ondas 
que pa~m da imperfeição não cresçam exponencialmente, mas se 
jam atenuadas. ~ 

Resumidamente, as duas condiçoes para u existência 
de estados superficiais são: 
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(l.l8a) 

que e a condtçio que torna a matriz espalhamento singular, co 
mo pode ser visto de (1.16). 

2 - k= m:n' + 18 

2a 

(l.l8b) 

onde m ~ um inteiro igual ao fndice da banda e e ~ um nümero 
real e positivo. Esta ~ a condi·çio de k ser imaginirio. 
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II CAPÍTULO - MODELO DE TAMM c~.ID) 

Neste capitulo veremos o modelo de Tamm com maiores 
detalhes. Usando o mitodo da matrtz espalhamento discutido na 
introdução, determinaremos as equações que fornecem as ener­
gias para os estados superficiais. Serã levada em conta a po­
sição do corte superficial na rede untdimensional e veremos 
que a locali~a~io do estad2 ~uperficial no gap de energia de­
pende da pos1çao da superftc1e. 

Consideremos um cristal linear com uma superficie lim 
pa, constituído por apenas uma espicie de âtomos distanciados-
por 2a que ê a constante da rede e centrados nos pontos x ~ 

2an' (n' ê inteiro e }0). 
No modelo de Tamm, como no de Kronig-Pennel ê usado 

o limite em que os poços quadrados tendem para funçoes ~ ou 
cl.->0 como ê mostrado na Fig.2.1. 

V ( X) 

.. _____________ l_ e V o 

1 

I j 
---~ ' 

1-i 
. I 
I I 

i I 
I I X ·-· ····r----·--···-··~···-·-·" ---·-) 

-c 0 C< 2a 4a 

Fig.Z.l - Grâfico da energia potencial para um 
com uma superfície limpa. 

cristal 

Assumimos que a enePgia potencial de um elêtron de -
valência no volume pode ser expressa na forma: 

"" E = -2M eV = 2aU L.. (x-2n 'a) 
pot -;2 n=O 

( 2 . l ) 

A superficie ê colocada no ponto x = -c e 0(c(2a. As 
sumimos também, que uma energia potencial de -eVo, aproximada 
mente igual ã função trabalho, pode ser atribuída aos elê~ 

trens 1 i vres. 
Jâ vimos que para um cristal infinito as soluções da 
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equação de Schr~dinger são dadas pela eq.(l.S) que sao as fun 
ç6es de onda de Bloch do cristal. A mesma função com k sendo 
substituido por -k nos di uma outra solução independente- a 
solução ~-k que representa uma onda se d~slocando no sentido 
oposto ao de ~k· Como ~k e ~-k sio as duas ünicas soluções i~ 
dependentes para o cristal infinito, se consideramos o vetar 
de onda k no sistema semi-infinito como sendo o mesmo do cris 
tal infinito, podemos escrever a função de onda para o nosso 
cristal como uma combinação linear de ~k e ~-k· Então para 
-c<x(Ü temos como função cristalina: 

~c(x) ~ Az ~ -k + 8 2~k 

~c(x) ~ Az r sent:( x+2a )-seno e2ika j 
sen2aE: 

+ Bz sen~(x+2a)-senE:x e -2 ik a 

sen2aE 

onde nk é o momento do eletron dentro do cristal. 

com 

Como a função de onda no vicuo (x(-c) temos: 

2 2 2 
\.1 ~ c - q 

2 - -2M evo q 
;;-z 

(2.2a) 

(2.2b) 

( 2 . 3 ) 

(2.4a) 

(2.4b) 

Os quatro parâmetros AJ, B1, Az, Bz sao fixados pelas 
condiç6es de continuidade da função e de sua der·ivada no pon­
to x=-c. Dai resultam duas condiç6es e a solução qer·al que as 
sim se obtém depende pórtanto, de dois parimetros.arbitr·;rioj 
Para que essa solução seja aceitivel i necessirio que tenha 
limite em todo espaço, e portanto, que tenha limite em X•+oo e 
x=-oo. 

Como vimos, o cristal possui bandas de energias per­
mitidas e gaps de energias proibidas. Podemos fazer um esque­
ma da energia em funçio da posição para o nosso sistema: 

bandas per~itidas 

·······./ 

•-' 

Vicuo crista 1 
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Dependendo da localização da energia E do elitron em 
relação ao nível -eVo, podemos ter diversos casos: 

. E >-eVo 

Como 11 e rea 1, a sol uçao no vacuo ê o sei 1 ante. De­
pendendo se a energ1a corresponde ou nio a uma banda ,,ermiti­
da temos ainda: 

. a - E E b il n da p e rm i t i da 

Então k i real e ocorre transmissão do elitron. Cada 
valor de E corresponde pois, a duas funções linearmente inde­
pendentes e o espectro de valores pr6prios i degenerado de or 
dem dois e contínuo dentro de cada banda. · 

1 • b - E E a um gap 

çao 
tal 
nu o 

Neste caso k i imag~nirio e a exigincia de que a fu~ 
seja limitada implica que A2=0 e a função de onda no cris 
i decrescente de forma exponencial e o espectro ê conti~ 
e nao degenerado. 

t .. / .. · ·; 
''-../'-../"" ·.:./·..!./X./ . ·._;. / 

.' ./ / i / / 

1 ..• ' . ' ' 

I 
-e v o ' ·--·--1 

i////!//~ 
.1/i//./ 

-c 

1 . a 

2 . E < -eVo 

r·, __ ,/ \... .... / \ \. _ _... .. ·., __ 
-e v o. 

-c 
1 . b 

Neste caso u 
cuo ê exponencialmente 
degenerado. 

5 imag1nar1o e a função de onda no va­
decrescente (A] =0) e o espectro ê nao 

2.a-Eo:: a uma banda 

Sempre haveria estados para qualquer valor d~ E 
tro de uma banda, e as funções de onda são oscilantes no 
cristalino. Portanto o espectro ~ continuo dentro de uma 
d a . 

den­
lodo 

ban 
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2 . b - E <: a um gap 

Agora temos estados para somente alguns valores dis­
cretos de E, que s;o as energias especlficas dos estados su­
perficiais. 

-e V o -e V o 
..:._. 

"\ 
. '..... \ -

.L 

-c -c 

2.a 2. b 

Iremos agora correlacionar as duas ondas incidentes 
A]ei~x e A2 ~-k(x) , ;s duas ondas espalhadas B1e-i~x e B2 
~k(x) para x ~ -c, através da matriz R. Para isso, aplicamos 

as duas condições de contorno: 
a) - Continuidade da função de onda na superfície: 

-i \.1 c + B e l)J c ~ 
A 1 e 1 

sen2ac 

sen2as 

sene(2a-c)+senEc e 
I 

-2ikal 

I s e n .: ( 2 a -c ) +s e n c c 
2 i k a 

e 

b) -Continuidade da primeira derivada: 

i ~ \ A l e - i ).I C - B 1 e i ~ c 1 " 

( 2 . 5) 

~?-icos<:(2a-c)-cos.:c e-Zik~\ 
sen2af (2.6) 

lcosc(2a-c)-coscc 2 i k a 
e 

I 

_ Considerando as eq.(2.5) e {2.6) como um sistema nas 
variaveis Az e Bz e usando a definiçao (1 .15) para a matriz R, 
encontramos os elementos de uma nova matriz que liga as ondas 
no cristal a aquelas no vicuo. Essa matriz é explicitamente: 

e-i~c t \sens(2a-c)+sencce 2iak] 

2sen2ak 

, 2" kl +i \cosc:(2a-c) -cos,;ce 1 a 

( 2 . 7 a ) 
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_----=.e_1 _JJ_c [_ ~ [se n E ( 2 a- c ) +se n c c e 2 i a k I +i J cose ( 2 a- c ) -cosE c e 2 i a k:J] 

2sen2ak r 
(2.7b) 

R 2 1 ~ e - i JJ cl··l:!. \ s e n e ( 2 a -c ) + s e n e c é 2 i a k -~- i [ c o sE ( 2 a -c ) - c o s f c é 2 i a kj] 
2sen2ak "' -

(2.7c) 

~
- ~- ( 2 ) -2 i a k ]-i [cosE: ( 2 a- c ) -c os c cê 2 i a k] sene a-c +senece ---- . ' . 

(2.7d) 2sen2ak 

!!.A - ENERGIAS DOS ESTADOS DE SUPERF!CIE 

As eq.(2.7) nos dia assim os elementos da matriz R 
em função de c, da posição da superficie. 

Já sabemos que as condições: 

k = mrr + ie ,8>0 

2a 

(2.8a) 

(2.8b) 

definem os nfveis de energia associados com os estados super­
ficiais. A primeira ê encontrada zerando (2.7d): 

.1!_ 
E 

1: se n d 2 a- c ) +se n c c e- 2 i a k \- i \c os c. ( 2 a- c ) -c os "-c e- 2 i a kJ = 
0 

( 2 . 9) 

Levando em conta a outra condição de k pertencer a 
um gap de energia, vemos da eq.(2.9) que JJ deve ser Imagina­
rio para obtermos v~Jores reais para a energia dos nfveis su­
perficiais. Como e-1 •x ê uma onda exponencialmente amortecida 
para que a solução ~ y(x) nio seja diverqente ê necessário 
que i)J<O. 

A equação (2.9) pode ser escrita na forma: 

tgec = - sen2aE+i (cos2ae-e-Ziak; 
e-Ziak_ cos2ae-i sen2-;;; 

(?.10) 
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Usando a eq.(2.10) podemos construir um grifico de 
~·ZaE em termos de c. Para o primeiro gap de energia, constru 
1mos as curvas da Fig.2.2a para P positivo e as da Fig.2.?6 
para P negativo. Os dois traços pontilhados, paralelos ao ei­
xo c, dia os limites de energia do primeiro gap (m•l na eq. 
(2.8)) e escolhemos i~<O como i exigido acima. Vemos que para 
todas as curvas ha uma interrupção nas energias limites do 
gap, isto i, para certos valores de c, que dependem de q2,não 
existem estados superficiais. Alim disso, para P's negativos 
não ha estados superficiais em c•a no primeiro gap de energia 
Como fisicamente a exclusão de um ponto não i significativa , 
deixamos para o Apindfce B a discussão das razões desse fato. 

Vamos estudar a seguir, os estados superficiais para 
um caso particular de c, gue ê c=O. 

O nosso sistema e agora aquele mostrado na Fig.2.3 , 
onde temos um itomo na origem: 

r( X, 

----1-eVo 

X 

o 2a 4a 6a 

Fig.2.3 - Grifico da energia potencial para c=O. 

A matriz R das eq.(2,7) se reduz a: 

- 2 i a k ~-__ .. 1 ~~_sen2ac:+1(cos2M:-e ) 
2sen2ak,c 

(2.10a) 

r . 2iakJ ___ 1 _______ 
1

]:1_sen23E: +' ( cos2ac:-e ) 
2sen2ak 1

" · 

(2.10b) 

l , 2 -( ., -2iak)l -----'----··· 'il'_sen ac -1 cose. a>-: -e i 
f" 2scn2ak· · 

(?.lOc) 

-~-2iak)l R22 = _,l'., __ sen2aE -i ( cos2ac: " 
2sen2ak '.<= 

(2.10d) 

As energias dos estados superficiais sao encontradas 
quando a eq.(2.lüd) se anula: 

- 2 i k !!._Sen2ac-i(cos2ac-e a)= O (2.11) 
E 
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Ft2,2.2 - Energias dos estados superficiais em funçio da 
postçao da superf1cie para: a) P•-3.1 e 2a=3.0 ; b) P=5.2 e 
2a~3.0. 
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Usando o fato que k ~imaginaria (eq.2.8b), a rela­
ção de Kroni g-Penney ( eq. 1. 7) se torna: 

(-)mcosh2ao • cos2a~ + aU sen2aE (2.1')-

E 

enquanto (2. 11) fica: 

2 "( 2 _ (-)me2ae 1 __ 0 ~ sen .ac - 1 cos 8E 
(2.1:3) 

E 

Eliminando e de (2.13) atrav~s de (2.12) encontramos 

2agcotg2ac + 2MeVo 
h

2 u 
- 2a(-'"2- 2M eVo) 112 • O 

hz 

onde usamos a relação (2.4a): 

Chamando de: 

2 2 
y ·-liM eVou 

;z 
1;•2ac 

(2.14) 

(2.15) 

a eq.(2.14) se transforma numa função das novas variâveis: 

2 !i 1;2)1/2 " o (2.16) 
;;cotgl; - L - -

p 
Da condição que i \.1 seja r e a 1 (pâg. 1 8 temos: 

2 
y > <;2 ou y > r. (2.17) 

como uma energia limite. A outra energia limite ê o mâximo da 
banda para P>O ou o mfnimo para P<O. Isso ocorre quando c=mn . 

As soluções grificas de (2.16) sio desenhadas esquema 
ticamente na Fig.2.4a para valores de P's positivos e na Fig~ 

2.4b para P's negativos. Em ambas as figur,Js limitamo-nos ao 
primeiro gap. 

Para P positivo, a curva parte do ponto (y 0 ,r_ 0 ) onde 
a curva tangencia a reta E•y e, conforme y cresce ~ tende para 

rr . Para P>O vemos entio que para cada y hã somente um~corres 
pondente, o que significa que para cada gap de energia existi 
um unico estado superficial. 

Analisemos melhor as curvas para P's neqotivos. Cha­
mando de Yl o menor valor de y que satisfaz (2.16), da Fig. 
2.4b conclu1mos que para cada y>y, hâ dois valores de r, corres­
pondentes o que aparentemente discorda da conclusão obtida pa­
ra P's positivos. 
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1------------------- ""-·------·---
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'' I ~i 
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' '. ' 
' ' " "-------~"-----+-"--~··"•-•M...,....------.-~··- .. • ------.- .,•-•• 

o i.O 20 ~~ ~o 

b) 

Fi g • 2 . ~ - s () lu ~o e s r; r a f i c as (;a l! ~ . ( 2 . l G ) I) ~ ,. a : i\ ) I" s p () s i -
tivos , b) P's negativos. 
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Derivando (2.16) em relação_a y e depois igualando 
d~/dy a zero obtemos os pontos que dao os extremos das curvas 
((y) da Ffg.2.4b. A ordenada x e a abscissa r de um desses 
pontos R=(x.rl estio relacionadas por: 

(?.liJ) 

Para um certo P, o ponto R que satisfaz (2.18) di o 
mínimo da curva e x corresponde i energia mixima da primeira 
banda. 

temos: 
Se eliminarmos cos2a" entre as eq.(2.12) e (2.13) ob 

(-)msenh2ae = (ip-aU) sen2aE 
~ 

(2.19) 

Da relação de Kronig-Penney , eq.(l .7), podemos con­
cluir que: 

s1gn sen2aE = (-)m+l 
E 

( 2. 20) 

para (m-l)n<2ac<miT, e m=l,2, ... e o Índice du banda.Como A>O 
(2.19) e satisfeita somente quando: 

ip-aU<O (2.21) 

o que nos di por (2.4a), (2.15) e do fato que ip<O (p~g.lB 

(2.22) 

Assim, os estados superficiais existem somente para 
as soluções de (2.16) que satisfazem a inegualdade (2.22). Po 
de-se provar'') que a condição de existência (2.22) ê sempre 
satisfeita se, e somente se y>f , o que significa que na Fig. 
2.4, os estados superficiais sio representados por aquelas 
partes das curvas que estão a direita da linha quebrada,ou de 
R. A outra parte corresponde a iu>O que di origem a ondas com 
amplitudes crescentes no vâcuo.Cada ponto ao longo das partes 
RS das curvas corresponde a um estado superficial. Assim, de 
acordo com os resultados encontrados para P's positivos, para 
os valores particulares de P, J e E que satisfazem (2.22) so­
mente um estado superficial po e ocorrer e quando (2.22) ~ 

violada, não existe nenhum estado superficial. 
Demonstramos entio, que em concordância com Tamm, pa 

ra cada gap de energia hi um e somente um estado superficial~ 
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II.B - FUNÇOES PROBABILIDADE PARA c=O 

Nesta seção iremos discutir e ilustrar para c=O as 
f~nçoes prooaoilidade para os diversos casos analisados nas 
pag-15a 17.Para isso, usaremos o cristal com P=5.2 e o=l.5.Ve 
ja a Fig.l .4a para as bandas de energia desse cristal. 

1 . E>-evo 

1 .a E pertence a uma banda de energia 

Como vimos, para este caso o espectro ê degenerado e 
continuo. Escolhemos então Az=O e Al•l em (2.2a) e (2,3), Por 
(1 .15) encontramos B1 e Bz em termos dos elementos da matriz 
R. As funçoes de onda neste caso se tornam para ~ real: 

R11-R21R1z 

Rzz 

n' -1~1 
2a .. 

(2,23) 

2 i n' k a I . 2 . - 2 i k ai e __ senE(xt2a-2na)-senE(x- na)e . 

sen2aE 
(2,24) 

(2,25) 

A Fig.(2.5a) ê um exemplo para este caso. Observemos 
o caracter oscilante da função probabilidade que possui um pe 
r'íodo de 2a no lado cristalino, pois escolhemos Az~O.P.na x=U 
hã uma descontinuidade na primeira derivada pois existe um â­
tomo sobre a superfície em x=O. 

1 .b - E pertence a um gap 

O espectro ê contínuo e não degenerado p~is Az=O. O 
elêtron incidente soore a superffcie no lado do vacuo e com e 
nergia E maior que a oarreira de potencial superficial (~ e 
real) seri refletido, mas ainda haverâ uma probaoilidade pe­
quena, mas nio nula,de se encontrar o elêtron no lado crista­
lino. Se tomamos A1=l as funçoes de onda são dadas pelas eq, 
(2.23) e (2.24). Os grificos 2.5b e 2.5c nos dio a funçio pro 
babilidade para dois valores diferentes da energia no gap, Vi 
mos que conforme a energia cresce, o eletron se torna menos 



- 25 -

localizado no lado do vicuo, mas a probabilidade de se encon­
trar o cl~tron no lado cristalino e mais longe da barreira au 
menta. 

2 • - E<-eVo 

Aqui w ~ imaginirio e a funçio de onda no vicuo e ex 
ponencialmente decrescente (A 1=D) e o espectro ê não degeneri 
do. 

2.a - E pertence a uma banda 

O elêtron ao encontrar na superfície uma barreira de 
potencial maior que sua energia seri refletido com uma peque­
na probabilidade de ser transmitido atrav~s da superfície. To 
mando A 2 ~l, temos para as funções de onda: 

(2.26) 

2irika í . . -2ika1 e senE(x+2a-2na)-senE(x-2na)e I 
sen2aE . , 

+ -2inka ( ? 2 .) ( 2 .) 2iku e senc x+ a-.na -senE x- na e ( 2 • 2 7 ) 

sen2aE 

As Fig.2.5d e 2.5e nos ilustram as func~cs 11robabili 
dade para este caso. 

2.b - E pertence a um gap 

Quando E pertence a um gap do cristal e w c imaqini­
rlo e iw<O, teremos estados superficiais somente quando a eq. 
(2.16) for satisfeita. Nesse caso, o eletron nao e livn• para 
se mover atravês da rede, mas e ligado ã superfície c a fun­
çao do onda que o representa e amortecida em ambos os lados, 
tanto no vicuo quanto no cristal. Como A2·A 1·0, se escolhemos 
B1•l as funções de onda sio : 

(2.28) 

R m - 2 n'e a [ • • m - 2 n 8 a] IV c ( x) = l 2 ( -) e se nE:{ x +2 a- 2 na) -se nE ( x- 2 na ) ( -) e 

s e n 2 a E ( ? . 2 'J ) ~· 

Um exemplo da funçio probabilidade para este caso c 
dado pela Fig.2.5f e pela Fig.2.5g. 
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Fig.2.5- Funções Probabilidade para o modelo de Tamm (c~o) 
para PÃ5.2 e 2aã3,0 : a) "''"0.9 , q'"0.5 ; b) c 2 =1.2 , q 2 =0.5 
c) .;:

2

=1.9 , q
2
·0.5 : d) c 2 =0.6 , q'"2.5 ; e) E:'=0.9 , q 2 ~2.5; 

f) "''"1.72, q
2
=1.76e para P"-3.1 e 2a=3.0: g) r:'=0.383, q'"l.O 
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' ~ -
III CAPITULO - JUNÇAO DE TRES CRISTAIS 

No II Capftulo, vimos como uma superffcie or1g1na es 
tados superficiais. Nesta parte, veremos como surgem n1veis 
de energia localizados na interface de dois cristais.Partimos 
da situação em que temos uma junção de três cristais, sendo o 
do meio um isolante que é representado por um potencial bar­
reira quadrada de comprimento Zd e os dos extremos são cris­
tais semi-infinitos com itomos nas posições x•d+a+2na (n ~ in 
teiro e >-0) e x•d+B+2ma (m ê inteiro e ~O) e representados -
por potenciais o. A energia potencial para esse sistema estã 
esquematizada na Fig.3. l. 

' -·-·-·-··----

---4......--------------···· 

-d-2b-fJ/-d-~ -d 

I 
I 

I 

V(x) 

~e Uo 

eVo 

X 

d d+r. d+u.+4a 

Fig.3.1 -Energia Potencial para uma junção de 3 cristais. 

Para resolvermos a equação de Schr~dinger para um 
elêtron com uma energia potencial dada pela fig.3.l ,dividimos 
o espaço em três regioes: 

Região I 

Região II 

Região III 

X<-d 

De maneira análoga ao CJUe fizemos na parte I I, escre 
veremos as funções de onda, soluções da equaç~o de Schrodin 
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ger, nas reg16es I e II, como combinações lineares das fun­
ções de onda para o cri·stal infintto, e na regiio III usare­
mos as ondas planas. 

onde 

1/!z(x) 

onde 

com 

+ 

-

+ 

A r 2 i·b k 1 ) _____ l_·_.scn~ 1 (x+s+d)e -senel(x+B+d-2b 
sen2b., 1 

. I 
__ 8_1_. lsenc: 1 ( x+s+d)e -Zi bkl-sene 1 ( x+B+d-2b) I 
sen2bc: 1 

~ 2M (E+eVo) 
h2 

Para d~x~d+a 

B2 
----
sen2ao: 2 

A2 

sen2ae 2 

-2iak2 senE 2(x-d-a+2a)-senE 2(x-d-a)e 

· 2iak2 I senez(x-d-a+2a)-senc2(x-d-a)e 

= 2M E 
h2" 

E para -d<>x~d 

k 2 ~ 2M (E+eUo) 
3 

h2 

( 3 . 1 ) 

( 3 . 2 ) 

( 3 . 3 ) 

( 3 . 4) 

( 3 . 5 ) 

( 3 . 6 ) 

Aplicando as condições de contorno da continuidade­
da função de onda e continuidade da primeira derivada em x=d 
e x=-d encontramos as duas matrizes definidas por: 

A . MATRIZ R31 : 
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(3.711) 

A3 = R31 Al + R31 Bl 
21 2 2 

(3.7b) 

31 "k d . 2"bk . · 2"bk . 
R11 = e 1 3 senqBe 1 

LsenE,(B-2b)-i~cosq~e 
1 Lcosf. 1 (G-2b)J 

2sen2bE1 kf 
( 3. 8a) 

31 ~ik3d 2ibk] "E]j 2ibk] l R21 = e senqse -senq(S-2b)+T~cosqBe -cosE 1 (B-2b) 

2sen2bE 1. k3 ' 
(3.8c) 

31 -ik3~ -Zibkl ·,,~ -2ibk] I R22 = e senE] ~e -senE 1 ( ~-2b) +1~cosE 1 (le -cosq ( íl-2b) 

2sen2bE 1 . k3 

B. MATRIZ R23 

Bz = R~~ s 3 + R~~ A3 

A2 = R~f 83 + R~~ A3 

( 3. 8d) 

(3.9a) 

(3.9b) 

R 1 1 = 1 e c os E 2 ( 2 a- a) -c os E 2 a e - 1 ~~se n E 2 ( 2 a - ") +se n E 2 rxe 1 
23 . ik~d 2iak 2 . 2iakz· 

2sen2ak 2 '2 

(3.10a) 

23 . ·i~d Ziak2 . j 2iakzj R 1 2 =_1 ~ 3 c o s r: 2 ( 2 a - a) - c o s ~ 2 a e + 1 _!:] se n E 2 ( 2 a - a) + s e n E 2 a e 

2sen2ak 2 '2 

(3.10b) 
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23 .··ik 3d -2iak 2 ·y . ·2iak 2.J1 R22 .. -re · co;;~z(2a-et)-cost2"e +1k senc 2(?a-n)+sen'·2"e . 

2sen2ak2 · 
(3.10d) 

Podemos, al~m das matrtzes R31 e R23 definir uma ma­
triz R por 

82 = Rll Al + R 1 2 8 1 (3.lla) 

Az = R21 Al + Rzz B 1 (3.llb) 

mas como: 

Bz 
R2 3 

B3 
R23 R31 

Al 
- = 

A2 A3. 81 

concluímos que: 

(3.12) 

Quando k 1 e kz estão nos gaps de energia dos crls­
tais l e II respectivamente: 

kl = ~ 
2b 

k2 = ~ 
2a 

+ i o 1 

+ ;o 2 

o > o 
1 

(3.13a) 

(3.13b) 

e a matriz de espalhamento S i singular, ou quando Rzz=O , a 
função de onda que descreve o el~t~on deve ser um~ onda que 
decai nas regi6es I e II e deve ter um cariter oscilatfirio na 
região -d<x<d. Isso significa que o eletron estâ localizado 
no cristal central. Estudaremos quais as condiç&es que devem 
existir sobre as energias para que ocorram esses estados loca 
lizados. Pela eq.(3.12) vemos que Rzz=O irnplica em: 

(3.14) 

Assim, quando as condições (3.13a), (3.13b) e (3.14) 
forem satisfeitas, temos um estado localizado. Em analogia 
ao II Capftulo analisaremos agora o caso em que a=a•O. 
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III.A - ESTADOS LOCALIZADOS PARA ~=P,=O 

Nesta geometria existe um ãtomo do cristal I sobre a 
superfície que divide o cristal I do III e hã tambem um átomo 
do cristal II sobre a superfície que divide o cristal II de -
III, como nos mostra a Fig.3.2. 

V{x) 

·-------· -e U o 

-e V o 

X 
' -d•4b -d-2b -d o d d+2a d+4a 

Fig.3.2 - Energia Potencial para uma junção de 3 cristais. 

Fazendo a•s=O em (3.14) obtemos: 

' 
e 2 i d k 3 jc os 2 a E 2- e- 2 i a k 2- i~ se n 2 a.: 2\js e n 2 b c 1 - i_:.:._ ( e- 2 i b k 1 -c os 2 b q lj 

E2 k3 

I' -2iakz . .,1[ . -2ibkl jl 
cos2a~z-e +1~3senZaE:LI sen2bq+lC] (e -cos2bq (I O 

\ ~2 k3 . 
(3.15) 

que se torna depois de alguns arranjos: 

t g 2 d k 3 [(c os 2 a t.,_- e- 2 
i a k 2) ~ ( e- 2 i b k 1 -c os 2 b q ) +~se n 2 a c 2 se n 2 b q I 

k3 E2 

-2iak 2 -2ibkl • 
+ (cos2acz-e )sen2bEl -~sen2acz{e -cos2bq )=O 

c 
2 

(3.16) 
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A forma da eq.(3.16) é bastante complicada, mas po­
demos tirar algumas conclus6es. Em principio k 3 pode ser real 
ou complexo. Analisemos cada caso: 

1 . - k 3 ê r e a 1 

Para k real e para uma energ1a fixa, os valores de 
d que satisfaze~ (3.16) sao periódicos com período n/2dk,, u­
ma vez que a Gnica depend~ncia de (3.16) ~m rrlaçio a d"esti 
na tg2dk 3 . Uma representaçio grâfica de E (d) ~ mostradJ na 
Fig.3.3, onde usamos como os outros parâmetros os valores in­
dicados. Vemos que para cada curva a energia dos estados loca 
lizados decrescem com o aumento da espessura do cristal cen­
tral. Além disso, para valores pequenos de d, haveri uma ou 
nenhuma energia para os estados localizados, porim, para valo 
res maiores de d haveria mais do que um estado localizado pa~ 
ra algumas energias. ~medida que d.m temos um continuo de es 
tados, que~ o que deverfamos esperar, pois, para d muito 
grande, se olharmos para a proximidade de cada superffcie, te 
mos um espectro contfnuo (caso 1. b). -

A Fig.3.4 nos di um exemplo de função prob~bilidade 

para este caso. Notemos o carãter oscilante da funçao no cr1s 
tal central e decadente nos cristais semi-infinitos. 

. - - -2. - k3 e 1mag1nar1o 

Para k imaginirio, quando dik3>>l, o fator •1ue mul­
tiplica exp(-2idk3) deve se anular para que (3. 15) seja possf 
v e 1 , ou: 

o que significa que: 

(3.lfla) 

( -2ibkl ) sen2bll+iSl e -cos2btl ~o (3.18b) 

k3 

Esse resultado ji era esperado, pois, quando d>>l e 
k3 i imaginirio, o que temos quando olhamos para as proximida 
desde cada superffcie de li9açio entre dois cristais ~a Fi~ 
2.3 do modelo de Tamm, isto e, temos um cristal semi-infinito 
limitado por uma barreira de potencial. Assim o que devemos 
aguardar como estados localizados para d+=, são os estados su 
perficiais dados pela eq.(2.16), onde p ~ substituído por ki 
em (3.18). 
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o_., 
0.~ 

1 :m. 

i.o 2.0 ~.o '1-0 ç,.o 

Fig.3.3 - E 2 em termos da semi-espessura d do cristal cen­
tra para E pertencente ao lQ gap do cristal I (e também ao lQ 
gap do cristal II) no sistema acima, em que ql'=0.5 e qz

2
=1.0 

d Fig.3.4::: Funçao probabilidade raril o estJdo supedidill 
e uma JUnçao d(' 3 cristais elil 'lllf·' ,.,=, r · 

r) i ') ] 2 ~ · ç~ l -. ~ t1 ) 2 d ;c? !J = ~~ , () , 

l = ~ • ' , r 0 =· .. o , (r, ' =o ~~ 'I , .. , "J .• , 
L '._, ' 2_ - • \ , f. '· = (. l. 

d. 
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u 
---------- _____l.,_"'.D:__-1 .... -. --·· 

O.~B 

~2 

l.O --------------------... ------ !.O --~-------~~~~---··-~~-~--------~ 

0.1 

~.1. 

a.) 

t•,o.3fi!.~ 
·-··- ------- -----~ -~- --=:,...;...;..;~:...._ 

b) 

~5 -------

~~-

D ;.o U> M ~o 5·0 'o 10 o !D 20 ~O 4 O 6.0 'D ~-O 

Fig.3.5 - s2 em termos da semi-espessura d do cristal cen­
tral para ~· pertencente ao 19 gap do cristul I e do cristal 
II simultaneamente. a) Pl=-4.0, Pz"-3.1 ,2a=2b=3.0, ~ 2 "1.0 
q1

2 =0.345 ; b) PJ-Pz--3.1 , 2a=2b=3.D, g1'=0, q2 '-l.o 
A energia c 2 =0.383 e a energia que nos da o estado superfi-
cial para o modelo de Tamm de um cristal isolado. 
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Fi~.J.G- Funçoes [lrobabilidade por<~ UI<IJ ju•1·;.1o de tre•; 
cristais Q ~i complexo. d) t.: b) : r1::-4.U ~'?=-=:.1 ,:n."""' 

? b = 3 . C! q 1 2; J . 3 ~" ' u;: ;• = 1 . (, c ) l' r.l ) I' 1 = ["? o ... J . 1 , ,: " 
2 ~ - ' 21>=3.0 q1 =u , 'lz =1.0 

N 
<li 
' 
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Uma ilustração para esse caso e dada pela Fig.J.S,on 
de vemos que para d•oo a energia que satisfaz (3.15) i a ene~ 
gia que nos di estados superficiais no modelo de Tamm para os 
cristais isolados. 

A Fig.3.6 nos di exemplos grificos da função probabi 
lidade desses estados localizados para k3 imaginirio. Observ~ 

mos agora que a função probabilidade no Tsolantc decai em re~ 

lação ãs duas superfícies. 

III.B- ESTADOS SUPERFICIAIS PARA d=O 

Uma outra situação interessante e aquela em que d•O, 
ou seja, quando o nosso sistema de três cristais se reduz a u 
ma junção de dois cristais semi-infinitos, e os estados loca~ 

lizados que calculamos, sao os estados superficiais que des­
crevem eletrons presos a superfície de junção de dois cris­
tais . 

Tomando ~·a e 1-·=b e d•O nas eq.(3.8) e (3.1D),encon­
tramos para a matriz R: 

• lei(ak 2+bk 1) cosbk 1 cosaE 2 + 
2 

= 1 e i ( -ak 2+bk 1 ) cosbk 1 

2 

R
22 

~ .!_e i ( ~ak 2 -bk 1 ) Jcosbk 1 

2 cosbc 1 cosak 2 
c 

senac 2 i 

sen;k 2 1 

senas 2 1 

senak 2 : 

2 senbr- 1 senak
2 

(3.19a) 

(3.19b) 

(3.19c) 

(3.19d) 

e os estados superficiais aparecem quando R~ 2 ·0 e k1 c k2 sao 
dados por (3.13) e igualando (3.19d) a zero. 
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ou 

t 9 b k 1 tgac 2 ~ 
_ez (3.20) 

tg bs 1 tga k2 
~1 

ou ainda: 

tgac 2 A ~ -"2 

tgbt1 13 E 

1 

onde A substitui thbe 1 ou cothbe 1 e B substitui than 2 ou 
cothae 2 , dependendo d~ pari?a?e de m1 ~ m?. 

Como A e B sao pos1t1vos préclsamos ter: 

E: 1 cotgbc 1 > o 
(3.21a) 

[ 2 cotgac 2 < o 

ou 

E 1 cotgbc 1 < o 

E cotg E > o 2 2 
(3.21b) 

Ou seja, para termos nfveis de energia localizados 
na interface de dois cristais, eles precisam ocorrer no pri­
meiro gap de um deles e no segundo gap de energia proibida -
do outro se PJP 2>D•ou em gaps de mesma paridade se PlP?<O. 

Na F g.3.7 sio desenh~das duas curvas de • em ter­
mos da diferença de potencial q que satisfazem a eq.(3.20) 
para os dois sistemas de junção de dois cristais especifica­
dos.na figura. 

Usando os dados da Fig.3.7 construímos as funções -
probabilidade da fig.3.8. 

*Este fato pode ser compreendido, pois_sc tiverMoS dois cris 
tais iguais (P] e P2 de meSino sinill), nao poúcrnos tl'r estiloos 
superficiais, o que concorda com o rcsult~do. 



- 39 -

~.0 

a.) 

__ L_-----------------------------------
'----~----.-----~------.-----~----~------+~~ 

!>.o •. o .... o 

20 --------------------------·-··---------------------

1 '5 - b) 

1.0 

o 

-- ~-- - - .. ----- - - - ~- -- ~- - -- ~ - -- ~ - - -- - - --- - - -- ~ ... - -~ 

{__ ______ _ 

o ,\._0 2.0 

Fig.3.7- t
2 em funçio de ql'• sendo: a) , 2 pertence ao lQ 

gap do cristal I e ao 20 gap de II simultaneamente. r.5.2 , 
Pz=l2.0 , 2a=2b=3.0 : b) E

2 pertence ao JQ gap do cristal I e 
ao I gap do cristal II. P1=-3.1 , Pz=5.2 , 2a=2b~J.O. 

'·' 
0.~ 

;1..0 

o 
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o 

• 1-..V)\ 

J..l5 

b) 

o 

~.5 

Fig.3.8- Função probabilidade para os estados superficiais 
de uma junção de dois cristais (••=a , R=b) 

a) P1=5.2 , Pz=l2 , 2a·2b=3.ü , c 2 =~.9 , q1 '=3.o 
b) Pl=-3.1, Pz~5.2, 2a=2b=3.0,, =l.S7, 'll'=l.O 
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IV CAPITULO- JU~ÇAO OE UOIS CRISTAIS 
i1AIS lJI~A IHPUREZI\ 

Corno vimos, uma imperfeição nu111 cristal produz o i1pa­
recimento de estados liJados. U111a impureza ~ um defeito ~. co11 
seguentemente provocari o surgime11to desses estados localizados 
proximos i impureza. 

Estudaremos inicialmente um sistema constitufdo por u 
ma junç~o de dois cristais lineares e semi-infinitos com u1na 
impureza representada por um ~ot('ncial poço-quadrcdn COIII ""' 
alcance finito. Veremos qu~ as energias sio discretas 11<1ra os 
estados que possuem funç6es Je onda quase que total1ncnte loca­
l i zaclas na região do poço' is to e, que decaem rari r!ame,lt<C na -
região onde não atua o pot8nci~l dJ irnpureza. PJss,JreiHJS de·· 
f'ois as caso particular ~m que os dois crisLais são i'J"Jis, nu 
seja, para quando tiv.crmos uma impureza so~rc Ulllil cadeia infi · 
nita de ãtomos iguais. 

O nosso sistema e representa<.to na Fi'l-~-1. 

V (X ) 

p 11T l i~..., r1 1 N 1 
,, 

' :! "2 " n · l 

r 
I 

-e V o 

v=m V;::2 v=l Jl=l 
,, 

\l= L Jl=n 
·-··--·--···-· 

-- Z1nb -- 4b -2b 2a 4a í'(n-l)a 2na 

-------------------1--.e I! o 

riG-4.1- Junç~-0 d(' dois crisL,lis f:liliS ir.II'Urt::<l 1-·0(0 c,u,)­

clrado. 

VürnOS su~'Jor lJU0 o ~ntf.!ll~.:icll dn i1:q~urt:ZJ tcl'l1 Ul1+ alcun··· 
c e 2 ( na+ rrd.> ) . Nas r e s i O e~ x <~-:na i-.~ x <- ? 1:! h u si'! r e Iii o ~i c (J ri I o í u n c: O l~ s 
de on<Ja a do cristal seJ:li-·infinito, c na r<:Ji,1o -:_rll!<:.<·<_,la, es 

------·-- X 

? ( n + 1 ) a 
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c r c v e r e 111 os J s f u n ~' õ e s de onda e 111 c J d" c é 1 u 1 a c o 111 o c o r:JtJ i r"' c~ o -
1 inear d<! ondas rloflils1?'1 

f' a r i\ x = · 2mb a f u n ç ii o de onda I' a r a o c r i s ta l ,;r• 111 i ·· i n f i -­
n i to e: 

<P 1 (x) = __ -~_l _____ [sen~ 1 (x+2mb)e
21 bk1-se:nL 1 (x+2nJb--;clJ) I 

sen2ur.
1 

onde 

+ ____ ~] ___ [se n < 
1 

( X+ 2mb ) e-
2 

i IJ k 1 -se n r 1 ( x + 2m!J- ;' b ) I 
sen2llE 1 

f.1 
'> 
'· 

cos2bk 1 = cos2bt 1 + P ser1ZbEl 

2<: 1 

P a r a -~_2_m____t~f_Q_ __ ,. 1 t v {ill 

<P (x) = C eikJ(X+2bv-2b) + 0 e-ikJ(x+Zbv-21>) 
v v v 

k 2 = 
3 2M ( E-cUo+eVo) 

h2 

X (x) =E eik4(x-2ap) + f' e-iK4(x-2a,,) 
11 w 11 

com 

k 2 = 
~ 

21·1 ( E .. e U o ) 
---"'f 

11 '-

Para 2_n_a~x<2(n+1_)_a 

:!1 ;> ( x ) • ____ 11 2__ [s {! n c 
2 

( x- 2 na ) e ;2 i a k 2- se n '-
1 

( x- 2 n ii- l' a ) 
1 

sen2ac,, 
c 

+ ( ' ) - 2 i .1 k - ' -s e n c: 2 x - 2 11a e 2 - s e n : 1 ( x - i' 11 a .. i .1 ) i 

sen2a"z 

onde 

(-t.1) 

( 4 • 2 ) 

( 4 . 3 ) 

( ~ . 4 ) 

( 4 . s ) 

('I . h ) 

( •I • 7 ) 
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e 

cos2ak 2 ~ cos2as 2 + Pz sen2ac 2 
ZEz 

(4.10) 

/\plicando as condições de contorno nas superfTcies de 
junções dessas regiões e usando o n1~todo da matriz espalhamen­
to, podemos definir diversas matrizes. 

x - -2mb 

Condições de contorno: 

a) 4;m(-2mb) 

b) w~(-2mb) 

• q, 1 (-2mb) 

<Pj(-2mb) • 

MATRIZ P : 

2llU 1 tjl (-2mb) 
lll 

Pll - ie_2_i_b_k(Í)~~-ik3-2l>Ul-- _(e2il'kl_cns2b,,l l f 

2k 3 , sen2bL 1 i 

I' l 2 
., . b k . (. 1 ~ = 1e '"' 

1

- i k 3- 2 b u l + _1-:: ____ (c- 2 i L k l .. c os 2 b" l ) I 
seni.hL

1 
., k 
c 3 

•. ·ie-ZiLk3 

2k3 

. -2ibk3 
= - 1 c ' 

I 

? i b k ' 
ik 3 -2bU 1 - (e l-cos2bc:J) 1. 

· sen2b.:
1 

-2il;kl ' ) 
l ... __ (e -cost~ll~ 1 

•) b sen,. "l 

x - -2 vb 

Condições de Contorr1o: 

(~.lla) 

(4.llb) 

(t:.L'a) 

(1.l2b) 

( ,; . l (c ) 

(~.]<ti) 



a ) 

b ) 

c v 

Dv 

~-1 = v 

a ) 

b ) 
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tjJ (- 2 vb ) = tj!v+1 (-i'vb) v 

ti,'( ... Zvb) 'i'' 1 (-2vb) = zuu
1 

iJJ)-2vb) v v+ 

MATRIZ ~1 

= (M)11 Cv+1 + 

= (~ 1 vlzl cv+1 + 

e 2 i b k 3 ( 1 - i bul_) 

k3 

e-2ibk3(ib_IJ) 

k3 

X = Ü 

Condiçoes u~ 

X 1 (O) = ~'1 (o) 

(11) 12°v+ 1 

(ti ) 22 D 1 V • V+ 

contorno: 

e2ibk3(-ibu1) 

k3 

e-?. i b k 3 ( 1 +i b~_l ) 

k 3 

~,j(O) - X j (O) + (aU 2+l>U 1 lx 1 
(O) 

HA T R I! s : 

e- 2 _i_a_~4- ( k 1\- k 3 +i ( a U 2 + b U 1 ) 

Zk4 

(4.1Sa) 

(4.1Sb) 

(4.16) 

(4.17a) 

(!.17b) 

(·1.1/ia) 

( f. . l Lb ) 

(li.l'J) 
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x = 2~a 

Condições de contorno: 

a ) 

b ) x •
1
(2pa)- x'(2pa) = 2au 2x (2pa) 

)J+ ~ p 

MATRIZ N 
i' 

E p+l - (N )llE + (N )12F 
~ p )J ~ 

F 
]I+] = ( N ) 2 1 E + ( rJ ) ., 2 F 

~ p p • p 

<l ) 

e 2 i a k 4 ( 1 - i a-~~) 

k1 

e-2iak1(iau2) 

k4 

x = 2na 

Condiç6es de contorno: 

41.,(Zna) = y (2na) 
t.: n 

2i<Jb( . li.,) e '' - 1 u .._ 

-2iak'(l . u2 ) e ,, +lil 

( 4. 20 a) 

(4.2Ub) 

(4.2la) 

(4.211!) 

(4.2<) 

(4.23a) 

(4.<'3b) 

(1.:'1a) 

('1.24L) 
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1)
11 

= _______ 1 _____ c os .. n 2 -e +_sc_~-__!!_~ 2 1 ~+Lo i' 
1 

· I ?. - 2 i a k 2 2 ( - k ., 11 ) I 

2ser1?ak 2 Ez ; 

Q . r· 2 - 2 i a k 0 ., ( • k ., u ) I 
1 2 = _____ __!_ __ c os a E 2 - e "+s~n_':_3_(~2 - 1 ·~+,_a 2 

2 ') k f_ sen.a 2 2 

''?l = ___ -j_ ___ l cos2aE 2-e
2

i ak2+sen2_a_c 2 (i k~+2au 2 ) 
2sen2ak 2 ~ 2 

2sen2ak 2 E o 
L 

Definindo uma n1atriz R por: 

ê f~cil de verificar que: 

R .. () ( êi ) " - l S (i'~ ) 111
-

1 P 
)J v 

) n- 1 c1 (,!I 
d 

i 

U· < ( 'i ) + 
li )I 

c c u 
. ' .. 

com 

(4.2:;~) 

(~.<'5c) 

(·1.?Ga) 
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onde v1 e v2 sao os nuto-vJ1ores de " . 
11 p' 
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De forma anãloaa: 

(M )m-1 __ H1 (M ) HO 
v - ' v + ' 

o 
(4.31) 

com 

"o . -t t (t nl-2_t m-2) 
2 1 2 1 

onde t
2 

e t
1 

sao os autovalores de M 

t 2 , 1 = c os 2 b k 3 + b ~J- s e n 2 b k 3 :t 1("~~~-Zb-k 3 + bi-s e n 2 b k 3 ) 2 ~ 1 

3 3 

Quando o cristal I for igual ao II, n nosso 
se reduz a uma i111pureza representada 1wr un1 rotenci al 
drado e de alcance 2a(n+m). i~este caso: 

i~ = 11 = s 
p v 

R = Q s2n-l P 

e as enerqias que satisfazem as condiç6es: 

a)Pzz=J 

b) kl • k? = n '·n 
2a 

+ i () 

(4.32) 

(4.33) 

sistema 
poço quil_ 

(~.3~) 

(4.35) 

( •1 • 3 6 il ) 

(4.3<dl) 

n os da rã o c s t,') dos l o c a 1 i z a dos n a s i n: e d i a •; o e s da i :a p u r.: L " , o u 
s t? j (".l J o r i ~~i na r J o ~ s ta dos 1 i r.J ado s ã i 1:1 pu r e z u . 
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COIICLUSIÍtS 

Neste trabalho estudamos diversos sistemas noo I1Dmog~ 
neos, simples, derivados do modelo de kroni0··Penney ((P) deu·-· 
n1a cadeia unidimensinnal de itomos perin<licamente espnç•Jos e 
re11resentados 110r poter1ciais S. 

No I Capitulo apresentamos um resumo e discuss5es fi­
sicas do modelo KP, da t~cnica das matrizes de espall1ar"ento c 
a relação entre esta ul ti rna e estados 1 oca 1 i zados. Encon tranros 
na Literaturi~duas formas diferentes de se resolver o proolenra 
periôdico de KP: pelo método d~ função de Green e pelo "'êtodo 
da matriz de espall1amento. No Ap~ndice A usamos um mêtodo dis­
tinto dos outros dois, que ê o da Transformada de Fourier. 

No II Capitulo revemos fisicamente o modelo de Ta1nm, 
que e o de uma interface v~cuo-sÕlido. Diversos autores'"·~' es­
tudam o caso em que temos uma cadeia semi-infinita com o pri­
meiro itomo da cadeia sobre a superfície. Damos, por~m, uma -
contri~uiçio adicional, quando consideramos a superfície situa 
da numa posição arbitraria. Para ~sse sistema, deterrni narrros à 
matriz espalhamento e as condições que devem ser ilii~OstiiS so­
bre a energia para a existência de estados superficiais. A par 
tir dessa condição, deduzimos as cner9ias dos estados •,uperfi·::­
ciais em função da posição da superfÍcie (veja Fig.?.2 como i­
lustraçio). Aertz, ern um de seus trahall1os~ estuda o caso em 
que a superfÍcie est~ distante de uma serni-cêlula e~1 relação 
ao primeiro itomo da cadeia (o •1ue corresponde a c=a em nossa 
rlntação) e chega ã conclusão que não l1i estados superficiais 
no primeiro yap para este caso. No Apêndice B, reestudamos es­
se sistema e chegamos ã conclusão que nao ha estados su,>r,rfi -
c i a i s no p r i me i r o g a p p a r a p o ç o s a t r a t i vos , rn a s q u c c 1 c s ,. x i s -
tem paril poços repulsivos. Alênr disso, pela soluçilo ~erill ilus 
trada na Fi 9. 2. 2, vt;mos gue esse ê urn r>nnto i sol ildo, pois num·a· 
vizinhança d., c=a tao proxinra quanto quisermos, ser:>pre existi­
r; estados superficiais. Revenros tanr0~1n o 5~so discutido pe­
los autores citados acima, em que temos um atorno sobre a super 
flcic. Ilustramos a depend~ncia da t>ncrqiu dos estJdos superfr 
c i ais em funçio da barreira, tanto para poços rrpul si vos (Fi u·: 
i!..~a), como atrativos (Fis:2.4b), sendo (~u~~ o \1ri111ciro r1·~~() ilPd 

rece nil L i teratura. llcsenhamos também, as d•,ns i da de~ de pt·oiJa:­
uilidade para en<'r(Jias típicas (Fi0.2.',) e mostrarnos na Fi•J. 
2 • 5 f c g 1 u e par <l os e s ta dos s u perfi ci a i s , as f u n ç ii e s :'r o iJ iJ L> i 
lidadc decaenr para 2ero, tanto no lnrlo do viícuo, quanto no dr; 
cristal: 

No III CapTtulo desenvolvemos um rrrodeln nri~;in~l de 
junção de três cristais, sendo o do meio u1" isoldnte de cspcs 
sura 2d, representado ~o r 11111 potenci J I barreira quildrddd, e os 
dos extremos sio s5lidos srmi-inflnitos. Usando o m~todo ua ma 
triz de espalf,·amento, determinamos (1$ condições uerais c,olJr" a 
,, n e r •J i a p a r a o a ~ a rt' c i me n to de e s t a do s 1 o c a 1 i z ii dos . L '' l u d ,, '"o s 
ern especial o caso em que tclllos iitonros nas interfaces c anal i­
samos os est~dos locnlizados [Jara esse sistcr11a. f

1ara esses es­
L• dos 1 o c a 1 i z J dos , o n d c a c n ,, r 'li a de v e e s ta r no '• 'I,, p s d n s J o i s 
cristais, separamos o nosso estudo er" duas partes: quarHia a e­
n cru i él e s t â a c i ma da b a r r e i r a. ct o i s o 1 a n t c (~ fJIUl. n c~ o e s t 5 i.l !.J a i x o 
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da barreira. Para o caso c11r que a ener~ia esta acirnil (1-ia.J.3) 
co111provamos que ex is ter:~ t!S ta dos i nterfaci ais l oç.1l i zados, cu­
jas funções probabilidade são ondulatorias na regiâo ~a bar­
reira e evanescentes nos cristais. Lste comportulllenLn ondula­
torio e di ferentE• do que podCIIIOS esperar da intui çiío cli'.\Sl'!àda 
em estados superficiais e tais estados podem ser imr·,ortontes 
nas propriedan\!S de transporte e o L iças Jas junç.(ie•;. Vceri fi c a 
r;:os qU!! O numero de es tildDS local i ZilrfOs dUrll'ntil conform' a CS 

p e s s u r a <~o c r i s t a l c e n t r? l ii u rn e n L i1 !.' p a r a d r~ru i I. <l '.i r,, rH.i l: te -
mos u r.r c o n t í nu o 'J e e s t J dos • I~~ s ~ r,. s u l t ~do .i 5 c r <1 "s 11 c: r J do , 
pois, fJara d~= ~ c0n10 Se tiv~SSülllOS uma jUtlÇ~O v5cuo~ salidO, 
or1de ten1os unt esp~ctro conLir1uo (veja a c!lscussâo 1-f~i,:a r1as 
p ã 'I . l 6- l 7 ) . Q u il n do il e rw r~ i a "s t ~ J ll il i x o da i.> a r r e i r· il , c• x 1 s -
te rn e s ta dos i rr te r f" c i a i s que sã o nr a i s c o tlV e n c i o n '' i s , u 11 '' v'' z 
que podc:rrros pcnsJr aproxir,rodJtllente neles co"ro conrl>ina.:;(i,•s l·i-
neJres liuantes ou illltili<Ji)lltes uos eslados c,upcrficiiliS dos 
cristais isolados. Para separaçiies pequenils, a interaçao en-
tre estes estados su~erficiais ê forte, prndu;intlo um disLan­
ciamento grande das energias dos estados exatos (Fi0.3.j). Pa 
ra d.-.,. recuperamos as soluções para os cristais iso'\ii(IO,; (Fi'J 
2 .5g). Estes estados tarnuérn pode111 ser inr 1:>ortantes para se en­
tender as propriedades d0 uma junção r,•illistJ. 1\r,<rl i,;Jrros ,ti1m 
l>er,r, uma junção de dois cristais i'•lrd o cJso r•r11 <•uc ~ interfa­
ce esta cli s tante de uma sem i -cel r;l a dos 1'ri111ei ros atorros <L.i. 
t..:adeiu. f\crtz<rt>) flnalisu esl~: sistema~ mas cons·ider-a Cl~H~nas \H1 
tcnciais atrativos nas condiçõus sobrL· J enerqi.r p,lrJ os ust.1 
dos superficiais. Contrihui111os com a cons·ich~ri:tc,.··~~o dos :HJL~.~n ··~ 

ci\lis r~~pulsivos ~com os i_jrJficos da l-ir.i.3./. 
Os e s L ado s s u perfi c i i'l i $ a \J J. r c c c.· 111 rl e v ·i do .;, u 1:1 ii ·i 111 p c r ... 

f" i r; ã o ,, o c r i s L 11 l ~<'r f e i to . i•l<> s C d p T tu l os I I I) l I I v i r :r u s c o rio 
uma SUIJ0rfície ou ur.1a interfc1ç(~, que são espGc.:ics de ir~:r~~~rflli 

çõcs, podem produzi r es LidOS superficiais. lim 'rutro Vi 110 <'e 
i rn per f" i ç ã o q u <' pro cl u z e' t. ~ d n s l o cal i z ~dos ii r, d é' li r:r;1 i '" p li r e · 
za. 1/"ãrios autores'Í4,~P)cstudarrlfll si~t(~n~os que cor'li'1r'tar~r umo irn··· 
iJUrt·~za. i·ias, $(~1:1r~r0. essa ir:qJUrt·~Za é rcf·)resentddi".l f~Or U::'i poten 
c i ,l l rr u i to l o <.;a l i z a c\ o t ~ l c o r li o u lll a f u n ç ~i o ,\ . i I i'i •; , r 1 o C cl .. , Í tu 1 Ó 
IV, estudar~ns. o cnso rle tl!iLl junçJo C~(~ (ini~~ cri~;tc.li(; cnP· unr;1 

irqHirt~z,:"j rle ur~1n ;llcilnce ijUAlquer. h~l.!.':r;·1l·in.1r.1n:; (JlJr"!i:, i-~(") condi 
~-o e 5 p () r() n (\ 1'.'1 (l r (l c i 1'1 c li to d f~ 2 ~; L il d () s '] o c a 1 i ~ IJ (: (1 ,-, I a ~~ ,:1 \:'~ ':, ~~ t·: :) i ~1 

t r~ rn a . 
I~ o /\~:ênd i c c C, (ll!r(:(;errliiLlOS UJiltl 1 i\ tr=~ c:·l~·, f:(' í i 11 i (,r)l:':j 

dos s TI I b () 1 os I''~ ii i s u ~; !l (! () s 1"1 (: ') t (--: t .. (_\~·:;c . 
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APÊNDICE A - CALCULO DAS FUNÇOES DE ONDA PARA O 
MODELO DE KRONIG-PENNEY 

Temos um cristal uni dimensional, monoatomico, cujos 
atamos estão regularmente distanciados por(<\) e il enerqiu po­
tencial e dada por: 

00 

eV • -n 2 
aU I ó(x-na) ( 1\ 1 ) 

2M 

A função de onda ~ de um eletron de energia C no 
cristal unidimensional deve satisfazer a equação de Schrodin­
ger: 

r::z + ~ 2 - au_~ ô(x-na)jw(x) =o (A 2) 

com 

Saxon e Hutner'4 'resolvem a eq.(A2) por doi'; métodos 
diferentes: num deles usam o formalismo das funções de Grecn 
e no outro o formalismo da matriz de espalhamento. Aqui, re­
solveremos por um terceiro método que c o da transformrlda de 
Fourier: 

Calculemos então, a transformada de Fourier da equa­
po acima. e chamemos: 

"' 
( ) 1 ' ( ) A i '' x cl x <1• u = ---) </J X ~ 

\.1 2 riU-! 

Integrando por partes obtemos: 

OJ 

i ÍCiX ( ) l<.HlJ ;, tJ!(x) e 6(x-an) dx =<I· na e 
-o> 

Assim: 

au;: '/'(na) 
.z~ 

~ <)'> 

Pelo Teorema de Bloch: 

i una e 

( 1\ 3 ) 

( 1\ 4 ) 

(fi.5) 

(A 6 ) 
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- k 
'Hna) = e 1 na <JJ(O) 

e usando a eq.(A7), a eq.(A6) se torna: 

1•(") =~~~(O) 

vz n 

7: ei(k+e1)na 
2 2 -oo 

a -r:: 

(A 7 ) 

( ~-8) 

Calculando agora a anti-transformada de FouriPr da e 
quaçao (AS): 

"' '" -i CIX 
ljJ ( X) ~ aU 1)!{ Ü ) f e 

-
i(u+k)na d e n (A9) 

(), -(C 2c -"' -00 

A inteqral pode ser resolvida por res1duos. Para is­
so precisamos considerar dois casos: 

1- na>x ou n>x/a 

o;> 

,eict(na-x) ~--_1_-_1_/da • 20_ 

oo 2E n-E n+E 2c 

IX! 

2- na<x 

-i(x(x-na) 
e 

w 2 c 

ou n<x/a 

1 - dct = 
a-c a+r:.:, 

e ic(na-x) -iF(na-x) -e 

_ ·1 i c( x-na) -if:(x-na) 
"1 e -e 
2c 

(f,lO) 

( A 1 1 ) 

Chamando por n' a parte inteira de x/H, separamos a 
somat5ria em duas partes: 

' 
~r hx i(k->:)na icx i(k+>:)nal 
, 1e e -e ~ l• 

(li) ... ~ 

para o caso em que nacx e 

~ ~- i c x i ( k +c ) na h x i ( k- F) n ai ,_ e e -e e = 
ri+ I 

quando na>x 

(A 1 2) 

eicxei(k-E)ria_cicxei(k+c)ria 
l-e-1(k-E)a l-e-l(k+c)a 

(A 1 3) 

Somando as duas partes: 

w(x)~aUijJ(O)_i 

4c 

iEX i(k-c)ria e e 
1 t k:..c'a-1 -e 1 

- i .-x i ( k + r_ ) n 'a 
+ e e 

1- e 1 t k +o: ) a--
(A 1 4 ) 
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e depois de alguns arranjos obtemos finalmente. 

~' k(x)=aU ij!(O)e_~kna 
2 

· i k a '1 
~ .... --2~~ ( x ~na)- se n, ( x- n ~~-a,)_l 

coska-cosEa 
(A F>) 

e a equa~ao (Al5) e a solução da equação de Schrodinger (A2) 
ou seja e a funçào de onda que descreve um eletron de energia 
E e vetar de onda k num cristal unidimensional com atamos dis 
tribuidos com uma constante de rede a. 
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APENDICE B - ESTADOS SUPERFICIAIS PARA c-a 
NO MODELO DE TAMM 

Para esse valor de c, a energia potencial e dada pe­
la Fig.Bl. 

'J.' 

• I 

(> ) '\ r, (. ' ( ' 

Fig.Bl - Gráfico da energ1a potencial par a c- a. 

A matriz R das eq.(2,7) se reduzem a: 

R l l = ia(k-p) i c os e: a + Jl sens a e .. _, __ (!lla) 

2 coska c senka 

R l 2 = 
i a ( k +p ) 

COSl.B - p senca 
I 

e ---- ~--- .. ~ .... 

2 coska '- senka 

( B l b) 

R2l = -ia(k+w) 
ÇQ SF a - )I se nt: ;J e 

~-~·--·-·~" -~~."~····-~ 

( B 1 c ) 

2 cosko c senka 

Rzz = e i a ( - k +p ) cose: a + )! se nc a (!lld) 

2 coska f: senka 

As energias dos estados superficiais sao encontradas 
quando a eq.(Bld) se anula: 

COSe a + 

coska 

e como k=mrr/2a + iO 

11 senr:a = o ( B 2 ) 
c senka 

0>0, a eq.(B2) se torna: 



ou 

tghaO - i.1Ltgar: 
c 

cotghaO = ,~ tgac 

" 
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(m par) ( B 3 a ) 

(m 'ímpar) ( B 3 b) 

dependendo da paridade de m. Para o primeiro gap de energia e 
energia positiva (E>O), temos a seguinte situaçio: 

O< 2ac< II ou O< ac<li./? (134o) 

p o ll< 2ac< zn ou IT/2< ca<n (B4b) 

Lembrando que i~<O e que tgha e cotgha sio sempre p~ 

sitivos, para a condição (B4a) tgaE/c>o enio podemos ter a 
eq.(B3a) s. tisfeita. Porém, para a condição (84b) 011 seja, pa 
ra P>O t a' /c.<O e podemos encontrar valores de enerqia que sa 
s fazem a condição (B3b). Assim, para c=a, podemos-ter esta~ 
d • supe f ciais no primeiro gap somente quando P>O: Para o 
s gundo 'a,• de energia, a si túação se inverte e temos estados 
s perfic a s para P<O e não temos para P>O. 

E esta ~a razio porque o l'onto c=a estã excluido na 
F J.2.3a 
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APLIWICt: C- DEFINI(ni:s crs SI':LnLn:. 
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r~ A IS USAiJOS 

- Massa do El~tror1 

- Constante da n~de 

- lrrteensiclade elo i'otc,rrcial ~ 

- l:nervia Potenciul do Clétron 

Energia do Elétror1 
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--21-iello/IIL 



G!BLIOGRAFIA 

1 - Kronig, R. L. and Penney, W. G. 
Proc. Roy. Soe. A 130 , 499 (1931) 

2 - Ta mm , I . 
Phys. Z. Sowjet 1 , 733 (1932) 

3- stes1icka, M. 
Physica ~ , 506 (1970) 

4 - Saxon, D. S. and Hutner, R. A. 
Philips Res. Rep. i, 81 (1949) 

5- Davison, S. G. and Levine, J. D. 
So1id State Physics 25 (1970) 

6- Aerts, E. 
Physica 26 , 1185 (1960) 

7 - Schnupp , r. 
l'l1yS. Stat. Sol. 21, oG7 z(1%7) 

R- Pipes, I..A. 
I~ o de r n '•I a t li em,, t. i v; f 0 r L ri'J i 11 e c r , L d . 1· • r . :, " cr: , • n b " c h 
i,lsGraVJ-IIill PulJ1. C'"''l'· ,l·ir>l'l York/ToronLo/Lo,,cloJI (1'J'.lb) 
pa9.J07. 


