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RESUMO

Resultados uteis na fisica do estado solido, tal co-
mo a aproximacgao da massa efetiva para impurezas em semicondu
tores, sao baseados na invariancia translacional que ha  num
cristal perfeito. 0 estado atual avangado das teorias de tais
materias foi atingido depois de muitos esforgos baseados no
entendimento fisico de modelos simples.No caso de materiais
inhomogeneos, tais como juncgoes e interfaces vacuo-solido, as
teorias se encontram num estado mais rudimentar. O ohjetivo
deste trabalho & o de fornecer solucoes exatas a um modelo
simples (uma cadeia inhomogenea de potenciais de funcoes del-
ta) de jungoes, de modo a providenciar um teste para esquemas
de aproximagoes que podem ser estendidos a modelos mais rea-
Tistas. Realizamos um estudo exaustivo dos autoestados de tais
sistemas inhomogeneos, com enfase na explicagao fisica dos re
sultados. Por exemplo, nos discutimos sistematicamente, esta
dos localizados nas interfaces vacuo-solido (modelo de Tamm )
e solido-oxido-s6lido. No Gltimo caso, demonstramos a existen
cia de estados localizados acima da barreira do 0xido cujo
comportamento espacial e diferente daqueles estados localiza-
dos interfaciais convencionais. NOs apresentamos, tambem, so-
lucoes exatas para um potencial de alcance variavel num siste

ma solido-solido.



ABSTRACT

Useful results of the physics of bulk ma.erials,such
as the effetive mass approximation for impurities in semi-
conductors, are based upon the translacional invariance of a
perfect crystal. The present advanced state of theories of su
such materials was reached after much effort based upon physi
cal understanding of simple models. In the case of inhomoge-
neous materials, such as junctions and solid-vacuum inter-
faces, theories are in a more rudimentary state. The motiva-
tion of the present work is that of providing exat solutions
to a simple model (an inhomogeneous chain of delta function
potentials) of junctions, in order to provide a test for -
approximation schemes which report an exhaustive study of the
eigenstates of such inhomogeneous sustems, with emphasis upon
physical explanation of the results. For example, we systema-
tically discuss localized states of the vacuum-solid {the -
Tamm models) and solid-oxide-solid interfaces. In the latter
case, we demonstrate the existence of localized states above
the oxide barrier whose spatial behavior is different from
that of conventional Tocalized interfacial states. We also
present exact solutions for a potencial of varying range in a
solid-solid system.
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I CAPITULO - INTRODUCAD

0 calculo da estrutura de bandas para cristais per-
feitos & altamente desenvolvido, embora ndo tenha a precisao
caracteristica do calculo dos niveis de energia dos atomos.,
Esse desenvolvimento foi parcialmente devido as simplificacoes
introduzidas pela invariancia translacional que ha num c¢ris-
tal perfeito. Apesar desta simplificacgao, foram necessarias
muitas pesquisas com modelos fisicos ate serem encontradas as
aproximagoes adequadas. Em sistemas ndao homogeneos, tais como
jungoes entre materiais heterogéneos, a situacao se complica
pois neste caso nao existe mais uma 1nvar15nc1a translacional
Consequentemente, ndo e claro se as aproximacgoes usadas em
cristais perfeitos ainda sejam aplicaveis em juncgoes.Por exem
plo, seria interessante achar as modificacoes necessarias da
aproximagao da massa efetiva, ou AME, para o caso de uma impu
reza hidrog€nica perto de uma jungdo. Para encontrar tais mo-
dificagoes e importante ter algumas solugdes exatas para jun-
¢des, Neste trabalho, apresentamos resultados exatos para jun
¢oes vacuo-solido (superficie), snlido-s0lido, sdlido-oxido -
solido, e uma jimpureza proxima de uma junc¢ao, tudo dentro do
modelo de Kronig-Penney. Muite dos aspectos caracteristicos
do comportamento eletronico e retido neste modelo altamente
simplificado e unidimensional. :

Nesta primeira parte estudaremos alguns topicos que
nos serao de utilidade para os trés capTtulos segquintes. Vere
mos inicialmente o modelo de Kronig-Penney que surgiu em 1937
depois a definicao de matriz de espalhamento e finalmente , o
que sao estados superficiais e quais as condigoes necessarias
e suficientes para o seu aparecimento,

No Capitulo II veremos o modelo de Tamm, que & uma
juncdo vacuo-solido. Usaremos um cristal semi-infinito termi-
nado por uma superficie 1impa cuja posicdo & uma variavel. Pa
ra esse sistema determinaremos quais as condigoes que deverao
ser impostas sobre a energia em fungao dos parametros do sis-
tema,para a existencia dos estados superficiais. Fscolheremos
depois, um valor particular da posigdo da superficie - aquela
que nos dara um atomo do cristal sobre a superficie - para o
nosso estudo dos estados superficiais e funcdes de onda.

No III Capitulo o sistema por nds analisado sera o
de uma jungao de tré&s cristais (solido-oxido-solido) sendo o
do meio de espessura 2d, representado por um potencial barrei
ra quadrada e 0s dos extremos sao cristais semi-infinitos. PJ
ra esse sistema determinaremos as funcoes de onda e as ener-
gias dos estados localizados nas proximidades do dxido, ou se
ja, estados em que a probabilidade de se encontrar o elétraon
nas proximidades das superficies & muito maior do que longe
deles, Veremos que para d muito grande esses estados localiza
dos se tornam os estados superficiais do modelo de Tamm, como
seria de se esperar, Estudaremos tambem, especificamente o ca
SO em que & espessura do cristal central se anula, isto e, -
quando temos uma jung¢ao de dois cristais. Nesse caso, encon-



traremos quais as condigoes sobre a energia que nos darao os
estados superficiais,

-

No 1V Capitule estudaremos o0 sistema consiituide por
uma juncao de dois cristais com uma impureza representada por
um potencial pogo quadrado de alcance arpbitraria.

Wo Apendice A @ determiunada de uma mancira original -
as funcoes de onda do modelo de Eronig-fenney.

I.A - MODELO DE KRONIG-PENNEY

Kronig e Penney? consideram um modelo unidimensional

simples, onde o potencial periddico & representado por uma sé
rie de pocos quadrados como nos mostra a Fig.la.

V(x)
-eVo

-2a ,5 0 2a-p Za

Fig.la - 0 potencial periodico unidimensional de Kronig-Pen
ney.

Passam posteriormente ao limite em que -eVo-+w e b0,
isto &, tornam as barreiras infinitamente altas e infinitamen
te estr@itgs. Porem, esse processo e feito de tal forma que a
area eVob e conservada finita. 0 potencial & assim levado a
degenerar-se numa série de funcoes & de Dirac, espagadas uma
da outra por Za, que e a constante da rede (Fig.1b),

A funcgao potencial para a rede moncatomica represen-
tada na Fig.lb, gquando tomamos a origem num dos pontos da re-
de, pode entao ser escrita na forma:

-2
h
onde a intensidade do potencial e representada pelo parametro

=

eV = 2aU f_ d(x-2na) (1.1)

M~



U, e as constantes de normalizagdo sao introduzidas por ra-
z6es de conveniencia, A eq.(1.1) afirma que o potencial & ze-
ro em toda parte, exceto nos pontos da rede, onde ele se ele-
va abruptamente a valores infinitamente grandes. Seu valor me
dio sobre uma ceélula unitaria e:

eV = -Un (1.2)
2M

o
o

-4a -Za 0 2a 4a
Fig.1b - Rede unidimensional com atomos representados por
potenciais de fungdo § de Dirac.

¥

A funcao de onda ¢y de um eletron de energia E no -
cristal unidimensional deve satisfazer a equacao de Schrodin-
ger:

g{z+ 2 4 2M eVily (x) = 0 (1.3)
dx h2
onde
2 - oMk (1.4)
7

1

Como a eq.(1.3) & de sequnda ordem, isso significa
que devemos ter dua* eo]ugoes independentes.

Bloch demonstrou o importante teorema que as Solu-
cdes da equac¢ao de Schrodinger para um potencial periodico de
ve ter a forma: o

ik

bp = e Tap(F) (1.5a)

onde ¢(F) tem a mesma periodicidade da rede, Assim, a funcﬁn
de onda representa uma onda se deslocando na diregao k mas
modulada pelo campo periodico da rede, 0 vetor de onda K & u-
ma funcao de & , e em gera] nag e real para todos os valo-
res de ¢. Como valores imaginarios de K conduzem a funcoes
de onda nao limitadas e partanto, sem significado fisico, con
cluimos que as regioes de energias proibidas nos cr15ta15 es-

tio intimamente relacionadas com a relacdo entre kK e ¢ . Além



disso, o momento efetivo do eletron na rede & hK e nado hg, co
mo seria para um elétron livre,
Para uma rede unidimensional o Teorema de Bloch fica

ikx

b = e a(x) (1.5b)

No Apendice A & resolvida a eq.(1. 3) com o potencial
dado pela eq.(1.1). E & encontrada como sollUgdao:

wk(x =aly, (0)e cikna ezikasens(x-Znh)-senE(x—Eﬁa—za) (1.6)
£ cosZka-cos2ea
:[x/2ﬂ e [x/2al & a parte inteira de x/2a. (1.7)

Uma vez que (x-2n'a) €& periodica, com a periodicida-
de da rede, temos a forma exigida pelo Teorema de Bloch.A eq.
(1.5) representa uma onda, ou equivalentemente, um feixe de
elétrons que esta se des]ocando livremente para a direita na
rede. A outra sclugdo independente & encontrada quando substi
tuimos k por -k em (1.5), que nos da como resultado uma onda
se deslocando para a esguerda.

A eq.{(1.5) & expressa em termos de seu praprio valor
na origem e se fizermos x=0 teremos a relagao:

cos2ka = cos2ea + al sen2ca (1.8)
TER

que & uma relacgao entre o vetor de onda k e a raiz quadrada
da energia (enVE), e & chamada relagao de Kronig-Penney,
Vamos introduzir uma transformacao de variaveis.Seja:

2 P

£ = 2ac ou = 2M Ea

n’

e teremos E2proporcional a energia do eletron no cristal:

(1.9a)

2 2 ‘ \

£ = 1.04 a Ee v G L (1.9b)

pefinindo tambem: }

2

P =24 aU : {1.10a)

o

e usando (1.2) teremos:
P = -8M eval - 1.04a2(EV)e v (1.10b)
‘hT '

As quantidades £ e P ndo possuem dimensges. Usando

(1.%9a) e (1.10a), a relacao entre k e ¢ se transforma na re-



lacdao entre £ e P:

cosZak = cosE + P seng (1.11)
2L

Para termos fungoes de onda fisicamente significati-
vas €& necessario que k seja real. Assim, os valores de ener-
gia que tornam o lado direito de (1.11) maior que a unidade
em valor absoluto, sao proibidos. Empregando a eq.(1.11)} pode
mos construir o grafico de £* em fun¢do de 2ak como nos mos-
tra a Fig.1.2a para P>0 e a Fig.]l. 2b para P<0, Pode ser visto
gue a banda de energia mais baixa € a mais estreita & que as
targuras das bandas de energia crescem com a energia,e que 0sS
gaps de energias proibidas decrescem com a energﬁa crescente
A Fig.1.3 nos mostra como as bandas de energia variam confor-
me a 1ntens1dade da funcao & e alterada. A parte hachurada -
corresponde as bandas de energias permitidas. Para P=0 nao ha
gap de energia, pois este corresponde ao caso do eletron 1li-
vre. £ visto que quanto mais negativo @ P, correspondendo as
ligagoes mais fortes, mais estreitas sao as larquras das ban-
das de energias permitidas, 0 mesmo acontecendo para o5 valo-
res de P positivos, quanto maiores, mais estreitas sao as ban
das. Para U fixo e a»», entao P+« e vemos que para esse limi=-
te a largura das bandas se torna nula e o espectro e agora
continuo e constituido apenas pelos niveis de enmergias £=nI.

A Fig.l.4a mostra as bandas de energias permitidas e
proibidas para o caso P=5.2 e 2a=3.0 e a Fig.1.4b para o caso

=-3.1 e 2a=3.0. Ao longo dessas bandas sao mostradas esquema
ticamente as fungoes probab1]1dade py* para as enerq1as extre
mas das duas bandas mais baixas. A banda de energis mais bai-
xa corresponde a lTigagao mais forte do eléetron ao atomo da re
de. Conforme a energia do elétron cresce, o niamero de nodos
da fungao probabilidade _cresce tambem e o elétron & menos lo-
calizado, Com respe1to a banda de energia mais baixa, guanto
mais negativo e P, mais estreita e profunda & essa banda e
mais e mais a funcao probabilidade e aprec1ave1 somente dire-
tamente sobre o atomo da rede, isto e, o eletron & mais forte
mente ligado. A medida que P se torna menos negativo,essa ban
da se alarga e o eletron nao e tao completamente localizado —
sobre os centros atomicos mas interage com a rede toda, Por
outro lado, conforme P se torna mais positive, essa banda tam
bem vai se estreitando cada vez mais tornando o eletron bas=
tante locglizado. Isso ocorre porque para P positiyo e muito
grande & como se tivessemos barreiras quadradas infinitas {(U»
=), 0 que nos da niveis de energias discretos para o eletron

(E=nm/2a}).
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Fig.1.2 - Grdfico da energia em fungio do vetor de onda pa
ra uma rede unidimensional infinita de potenciais 8. A parte
pontilhada corresponde ao eletron Tivre. A Fiqg.1.2a e para P-=
5.2 e a Figl.?b & para P=-3.1.
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Fig.1.3 - Variagao das bandas de energia com a intensidade
da funcao §.
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Fig.1.4a - Bandas de energia e funcGes probabilidade para
P=5.2 e 2a=3.0. As fungoes probabilidade foram
0s extremos das duas primeiras bandas.

calculadas pa-
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A Para
P=-3.1 & 2a=3.0.As funcoes probabilidade foram calculadas pa-
ra o extremo superior da primeira banda e para os extremos da
sequnda,
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[.B ~ MATRIZ ESPALHAMENTO

Quando um elétron livre interage com um potencial i-
solado e localizado, tal como uma fungao &, podemos dizer
que o eleétron € espalhado por esse potenc1a1 & BS5%5€e pProcesso
de espalhamento pode ser descrito por uma matriz espalhamento
que relaciona a amplitude e a fase das ondas espalhadas a a-
quelas das ondas incidentes. Podemos entac considerar um cris
tal como composto de um arranjo regular de tais centros de es
palhamento e a passagem de um eletron atraves do cristal,cujo
processo & descrito pelas ondas de Bloch, pode ser pensado co
mo um espalhamento coerente da onda pTana do eletron livre pe
1os centros atomicos, A interferencia dessas ondas espalhadas
pode originar uma onda progressiva novamente, embora nao mais
com o momento he& do eletron livre, mas com 0 momento efetivo
hk das ondas de Bloch, Contudo, essa recombinagaoc € possivel

para somente certos valores proprios de & e esses correspon-
dem exatamente as energias permitidas dos estados eletronicos
no cristal. Inversamenre, aqueles valores de L para 0% quais
a recombinacao ndo & possivel corresponde as regioes de ener-
gias proibidas. Assim, no caso de um eletron Tivre incidindo

sobre um cristal, se seu momento corresponder a uma _energila
permitida, ele pode ser transmitido livremente atraves do

cristal, embora haja uma certa probabilidade dele ser refleti
do que depende em detalhe das circunstincias, Mas se seu mo-
mento corresponder a uma energia proibida, entao ele sera to-
talmente refletido e teremos entao o fenomeno da reflexao de
Bragg.

Examinemos a interagao de elétrons com um centro ou
potencial de espalhamento isolado. Para isso, usaremos camo
representagao das ondas incidentes da esquerda e da direita ,
as ondas planas A,exp(iex) e A,exp{-iex) respectivamente. Es-
sas ondas sao espalhadas pelo potenc1a1 localizado, nas ondas
B,exp(-itx) e B,exp(i€x) (Fig.1.5).

i F: -1eX
A-] @ 1EX | A . @
e -
— -
fex Jiex
B1e Bze
x=0

_ Fig.1.5 - Espalhamento de duas ondas incidentes por um obs
taculo na origem, B
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Como a equagao de Schrodinger e Tinear, os B's pre-
cisam ser linearmente correlacionados com o0s A's:

By= S,1Ar+ Sy, (1.12b)

0s coeficientes $1j sao os elementos da matriz espa-
lhamento S.

(1.13)

Para a determinacgao do espectro de energia, @ gtil
definir uma outra matriz R que liga as duas ondas da direita
com as duas ondas da esquerda do obstaculo ecspalhante.

Bo= RyjAq+ Ry,B, (1.74a)
Ap= Ry Apt Ry,B, (1.74b)
| R R ! B i i.A T
R= |1 12 e 20 =r 1 (1.15)
' Rai R22 Ay E !Bl |
As matrizes R e S estao relJacionadas uyma com a outra
por.;
-R i
21
S 1 (1.16)
22 IRy Ryp=RyoRy Ry,
2
R S12 311822 Sy
= (1.17)
12 ~$ 1 ]
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I.C - ESTADOS SUPERFICIAIS

Logo apos Kronig e Penney terem publicado o traba-
Tho sobre o modelos deles de uma rede infinita, unidimensio-
na simples, Tamm'?), usando esse modelo,apontou que para redes
semi-infinitas ou finitas devem existir niveis de energia ex-
tra nas regioes de energias proibidas da rede infinita. Para
isso, Tamm considerou o arranjo linear de funcoes terminado
por uma superficie livre. A terminagao foi tomada como uma
descontinuidade em degrau no potencial e a fungao de onda e
sya primeira derivada foram ligadas atraves da descontinuida-
de. Tamm encontrou que um nivel superficial era possivel para
cada gap de energia entre as bandas de energias permitidas.U-
sando o metodo da matriz de eSpa1hamento, exposto em [.B, ana
lTisaremos o modelo de Tamm no proximo capitulo. Antes,falareT
mos porque surgem o5 estados superficiais quando temos um
cristal finito ou semi-infinito e quais as candigoes impostas
sobre a matriz S para o seu aparecimento.

No caso de uma rede unjdimensional infinita, as on=
das de Bloch caminham sem 1nterrupgao e ondas se deslocando -
para a direita e para a esquerda sao 1ndependentee uma da ou-
tra. Contudo, se a regularidade perfeita da rede e destruida
por qualquer imperfeigﬁo tal como uma impureza ou defeito, as
ondas de Bloch s3do espalhadas, de maneira que as ondas se des
locando em diregoes opostas sao acoPladas entre si. Esse aclo
plamento pode ser expresso em termos de uma matriz espalhamen
to.

Uma situacdo fisicamente interessante e aquela em
que a matriz de espalhamento se torna singular. Nessa condi-
¢gao, as amplitudes das ondas espalhadag se tornam infinitamen
te grandes quando comparadas s amplitudes das ondas inciden<
tes., Podemos dizer entao, que temos ondas espalhadas de ampli
tudes finitas sem ter qualquer onda incidente e isso € uma es
pecie de condicao de ressonancia. Se o vetor de onda k dessa

onda espa]hada fosse real, ela descreveria eletrons saindo
de maneira que a 1mperfe1¢ao atuaria como uma fonte de ele-
trons. Tal s1tuagao e fisicamente absurda e, assim devemos es
perar que k seja imaginario na ressonancia. Nesse caso, as on
das propagantes saoc atenuadas e, concordantem€nte, os ele-
trons descritos por essas ondas sao localizados em torno das
imperfeigoes, Assim,5e 05 elementos da matriz espalhamento se
tornam singulares, aquelas energias para as quais isso ocorre
deverao estar nas regioes proibidas(k e imaginario) e corres-
ponderao a estados nos quais um elétron nao e tivre para se
mover atraves da rede, mas & ligado a 1mperfe1qao Se adota-
mos a convencao de representarmos w e w* como ondas se deslo-
cando para a direita e para a esquerda respectivamente,a par-
te imaginaria de k precisa ser positiva, de modo que as ondas
que parem da imperfei¢ao nao crescgam exponencialmente, mas se
jam atenuadas.

Resumidamente, as duas condicodes para a existencia
de estados superficiais sio:



1 - Ry, =0 (1.18a)

que e a condi¢ao que torna a matriz espalhamento singular, co
mo pode ser visto de (1.16).

2 - ks m¥+ ig (1.18b)
2a

onde m & um inteiro igual ao Tndice da banda e 8 & um nimero
real e positivo. Esta € a condigao de k ser imaginario.



{1 CAPITULD - MODELO DE TAMM®®

Neste capitulo veremos o modelo de Tamm com maiores
detalhes. Usando o método da matriz espalhamento discutido na
1ntrodu¢ao, determinaremos as equagdes que fornecem as ener-
g1as para os estados superficiais. Sera levada em conta a po-
sigao do corte superficial na rede unidimensional e veremos
que a 1oca1lzagao do estado superficial no gap de energia de-
pende da posigao da superficie,

Consideremos um cristal linear com uma superficie lim
pa, constituido por apenas uma espécie de atomos distanciados™
por 2a que & a constante da rede e centrados nos pontos X =
2an' (n' & inteiro e 2 0)

No modelo de Tamm, como no de Kronig-Penney e usado
o limite em que os pogos quadrados tendem para fungoes & ou

da=0 como e mostrado na Fig.2.1,

V(x)

_ — _
~eVo J ’
AR |
| } | |

I

!
] x

ot — k]
-C 0 a 2a Aa

Fig.2.1 - Grafico da energia potencial para um cristal

com uma superficie limpa,

Assumimos que a energia potencial de um eletron de -
valencia no volume pode ser expressa na forma:

E = -2M eV = 2al Z. (x-2n'a) (2.1)
pot e
hz n=D
A superficie @ colocada no ponto x = -c e 0¢cg2a. As
sumimos também, que uma energia potencial de -eVo, aproximada
mente igual & funcgao trabalho, pode ser atribuida aos ele-

trons livres.
Ja vimos que para um cristal infinito as solugoes da
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equagao de Schrodinger sao dadas pela eq.(1.5) que sao as fun
goes de onda de Bloch do cristal. A mesma funcao com k sendo
substituido por -k nos da uma outra solucac independente — a
solugdo Y-k que representa uma onda se deslocando no sentido
oposto ao de Y. Como P & Yo s3ao as duas unicas solucgoes in
dependentes para o cristal infinito, se consideramos o vetor
de onda k no sistema semi-infinito como sendo o mesmo do cris
tal infinito, podemos escrever a fungao de onda para o nosso
cristal como uma combinagao Tinear de Y, e Y_i. Entao para
-c£x40 temos como fungao cristalina:

b (x) = Ay + Boyy (2.2a)
Wc(x) = AZ__ seng(x+2a)-senex elika
senlae|
+ B, sene({x+2a)-senex 9'21ka (2.2b)
sendac

onde hk & o momento do eletron dentro do cristal,
Como a fungao de onda no vacuo (xg-c) temos:

b (x) = Ay Ble-i”x (2.3)
com
wl o= g - gl (2.42)
q2 = -3; eVo (2.4b)
n

0s quatro parametros Ay, By, Az, B sao fixados pelas
condicdes de continuidade da funcao e de sua derivada no pon-
to x=-c. Dai resultam duas condicoes e a so]ucao geral que as
sim se obtem depende portanto, de dois pdrametros arbitrarios
Para que essa soluc¢dao seja aceitavel @ necessario que tenha
limite em todo espago, e portanto, que tenha limite em X=+o e
X ==
: Como vimos, o cristal possui bandas de enerqgias per-
mitidas e gaps de energias proibidaq Podemos fazer um esque-
ma da energia em fungéo da posigao para o nosso sistema:

e LeVo bandas permitidas

VYacuo ‘ cristal
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DependEndo da localizacdo da energia E do eletron em
relacao ao nivel -eVo, podemos ter diversos casos:

1 . E »-eVo

Como u € real, a solu¢ao no vacuo ¢ oscilante, De-
pendendo se a enerqgia corresponde ou nao a uma banda permiti-
da temos ainda:

1 . a - Ee¢ banda permitida

Entdo k e real e ocorre transmissdo do elétron. Cada
valor de E corresponde pois, a duas fungops linearmente inde-
pendentes e o espectro de valores proprios & degenerado de or
dem dois e continuo dentro de cada banda.

1 . b~ E g a um gap

Neste caso k € imaginario e a exigencia de que a fun
¢ao seja limitada implica que Ap=0 e a fungao de onda no cris
tal @ decrescente de forma exponencial e o espectro e conti-
nuo e nao degenerado,

B

r-\\_./l\.f" R N

-eVo ) -eVo. ..

- . — .
1.a 1.b

2 . E <« -e¥Yo

Neste caso p © imaginario e a funcdo de onda no va-
cuo & exponencialmente decrescente (Ay] =0) e o espectro €& nao
degenerado.

2 . a - EFE ¢ a uma banda

Sempre haverdo estados para qualquer valor de E den-
tro de uma banda, e as fungoes de onda sao oscilantes no lado

cristalino. Portanto o espectro e continuo dentro de uma ban
da. B
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2 .b-E € aum gap

Agora temos estados para somente alguns valores dis-
cretos de £, que sdo as energias especificas dos estados su-
perficiais.

2.4 Z.b

Tremos agora correlacionar as duas ondas incidentes
A a1wx e A2 y-k{x) , @s duas ondas espalhadas Byje~lux e B2
L para x = -c, atraves da matriz R, Para isso, aplicamos
as duas condi¢oes de contorno:
a) - Continuidade da fungdo de onda na superficie:

. . -2
-1UC THC B2 sene(2a-c)+senec e kal

A1e + B1e =

2ika (2.5)

2 sene({2a-c)+senec

sendae
b) - Continuidade da primeira derivada:

_icose(2a~-c)-cosec e_21kal

1 : N
iy jAje e e uCs ¢ Bo

SEH?&E ' (2 6)
2ika |

_E Ay ’COSE(?&—C)-CDSCC‘E

|
senZae ¢

Considerando as eq.(2.5) e (2.6) como um sistema nas
variaveis Ar e B2 e usando a definigao (1.15) para a matriz R,
encontramos 0s elementos de uma nova matriz que liga as ondas
no cristal a aquelas no vacuo. Essa matriz & explicitamente:

21aq

R e 'HC u‘senE(2avc)+sencce21ak1+i1cosa@a-c)—coggce

11 —_—
ZsenZak
(2.7a)
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Ryp= g 1 HC .1[Sene(2a-c)+sencce21ak|+ilcOSe(za-c)*CDSECEZiaﬂ
2senZak | © )
(2.7b)
Ry = e:iic%g{sene(za-c)+senecé21akl-i[casa(Ea—c)~c055cé21aH
2sen2ak [ - :
(2.7¢)
i ' ; ; . z2iak
R22: o luc E!sene(Za-c)+senecé21ak]_1 cose{Z2a-c)-costce l
2senzak (2.74)

II.A - ENERGIAS DOS ESTADOS DE SUPERFICIE

As ©q.(2.7) nos dao assim os elementos da matriz R
em funcdo de ¢, da posicdo da superficie.
Ja sabemos que as condigoes:

Ryp = 0 (2.8a)

k =mIl + 168 ,020 (2.8b)
2a

definem os niveis de energia associados com os estados super-
ficiais. A primeira €& encontrada zerando (2.7d):

B SE”E(za“C)+SE"ECE_21ak\-i\cosa(Za-c)-c055ce_£1aE =0
E . \

(2.9)

Levando em conta a outra condicao de k pertencer a
um gap de energia, vemos da eq.(2.9) que u deve ser imagina-
rio para obtermos valores reais para a energia dos niveis su-
perficiais. Como e~'"% & uma onda exponencialmente amortecida
para que a solugdo ¢ ,(x) nao seja divergente €& necessario -
que Tpu<0.

A equagao (2.9) pode ser escrita na forma:

tgec = - sen2ac+i (cos2ac-e ¢ 1K) (2.10)
e~2iak' ‘

cos2ae-1 senZag
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Usando a eq.(2.10) podemos construir um grafico de
t=2ap em termos de c¢. Para o primeiro gap de energia, constru
Tmos as curvas da Fig.2.2a para P positivo e as da Fig.2.2b
para P negativo, 0s dois tracgos pontilhados, paralelos ac ei-
x0 ¢, dao os limites de energia do primeiro gap (m=1 na eq.
(2.8)) e escolhemos iyu<0 como € exigido acima. Vemos que para
todas as curvas ha uma interrupgdo nas energias limites do
gap, isto &, para certos valores de c, que dependem de gZsnao
ex1stem estados superfictais. Além disso, para P's neqat1vos
nao ha estados superficiais em c=a no primeiro gap de energia
Como fisicamente a exclusao de um ponto nao e significativa ,
deixamos para o Apéndice B a discussao das razoes desse fato.

Vamos estudar a sequir, os estados superficiais para
um caso particular de c, que e c=0.

0 nosso sistema e agora aquele mostrade na Fig.2.3 ,
onde temos um atomo na origem:

V{x)
S —ei-eVo ﬁ 1
|
|
I R S B
0 2a da fa
Fig.2.3 - Grafico da energia potencial para c=0.
9 9
A matriz R das eq.{(2,7) se reduz a:
R. .= : 2 AT
R LA u sen ac+i{cosZar-e ) (2.10a)
2senZak | ”
R]2= “_J _______ fu %en265+1(c052aa—021ak) (72.10b)
2sen2ak’ -
. : Do il eneran om2iak
A% T p senfag~i(cosfas -e Ik (2.10¢)
2qen?ak
R - . NP  -2iak
207 ___!kpsen az-i{cosas -e ) (2.10d)
2sen2ak i”

As energias dos estados superficiais sao encontradas
quando a eq.(2.10d) se anuia:

B sen2ac-i(cos2ac-e 212Ky - g (2.11)

£
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Usando o fato que k & imaginario (eq.2.8b), a rela-
gdo de Kronig-Penney (eq.1.7) se torna:

(-)mcoshZaO = cos2ae + al senZae (2.12%
£
enquanto (2.11) fica:

, .13
u senZae - i{coslZag (_)mezaa) =0 (2.13)

€
Eliminando & de (2.13) atraves de (2.12) encontramos

2ascotglae + 2MeVo - 2a(-e2 - 2M eVo)' /2 = 0 (2.14)
h2y he
1
onde usamos a relagao (2.4a):
1= e 4 oM evo
n?
Chamando de
£=2ac P=4all v2=-BM eVoa’ (2.15)

2

h

a eq.(2.14) se transforma numa funcdo das novas variaveis:

1/2 = 0 2.16
EcotgE - IE - (¥% - Ez) / ( )

]

Da condigao que iy seja real (pag. 18 ) temos:
V2 e oy ok (2.17)

como uma energia limite, A outra energia limite @ o maximo da
banda para P>0 ou o minimo para P<0. Isso ocorre quando g=mn

As solugdes graficas de (2.16) sao desenhadas esquema
ticamente na Fig.2.4a para valores de P's positivos e na Fig.
2.4b para P's negatives. Em ambas as fiquras Timitame-nos ao
‘primeiro gap.

Para P positivo, a curva parte do ponto (yp,,8y) onde
a curva tangencia a reta £=v e, conforme y cresce tende para

I . Para P>0 vemos entao que para cada y ha somente umscorres

pondente, 0 que significa que para cada gap de energia existe
um unico estado superficial,

Analisemos melhor as curvas para P's negativos, Cha-
mande de y] o menor valor de y que satisfaz (2.16), da Fig.
2.4b conciuTmos que para cada y»y, ha dois valores _de ¢ corres-
pDndEntes 0 gque aparentemente d1scorda da conclusdo obtida pa-

ra P's positivos,



L J

ho 1

2% 4

3¢

Bh

3z -

o 50 100 15.0

Fi9.2.4 - Solugdes graficas da eq.{2.16) para: a) F's posi-
tivos , b) P's negativos.
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Derivando (2.16) em relagao a y e depois igualando

diy/dy a zero obtemos o0s pontos que daoc os extremos das curvas

E{v) da Fig.2.4b. A ordenada y e a abscissa T de um desses -
pantos R={y,T) estao relacionadas por:

p = —2(ri-yfy1/e (7.18)

Para um certo P, o ponto R que satisfaz (2.18) da o
minimo da curva e ¥ corresponde a energia maxima da primeira
banda.

Se eliminarmos cos2ag entre as eq.(2.12) e (2.13) ob

temos:

(-}"senh2ap = (ip-al) sen2ae (2.19)
[

Da relacdo de Kronig-Penney , eq.(1.7), podemos con-
cluir que:

sign senZaeg = (_)m+1 (2.20)
£
para {(m-1)T<2acemy , e m=1,2,,., € o indice da banda.Como 6:0

(2,19) e satisfeita somente quando:
iy - ale O (2.21)

o que nos da por (2.4a), (2.15) e do fato que iu<0 {pag.18 )

2_,2y1/2

P< 2(y

) (2.22)

Assim, o0s estados superficiais existem somente para
as solucoes de (2.16) que satisfazem a inegualdade {2.22). Po
de-se provar ‘®» que a condigdo de existencia (2.22) & sempre
satisfeita se, e somente se y>[' , 0 que significa que na Fig,
2.4, os estados superficiais sao representados por aquelas
partes das curvas que estao a direita da linha quebrada,ou de
R. A outra parte corresponde a ipu>0 que da origem a ondas com
amplitudes crescentes no vacuo.Cada ponto ao longo das partes
RS das curvas corresponde a um estado superficial, Assim, de
acordo com os resultados encontrados para P's positivos, para
os valores particulares de P, e £ que satisfazem (2.22) so-
mente um estado superficial poJe ocorrer e quando (2.22) e
violada, ndao existe nenhum estado superficial.

Demonstramos entao, que em concordancia com Tamm, pa
ra cada gap de energia hd um e somente um estado superficial.
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I1.B - FUNGOES PROBABILIDADE PARA c=0

Nesta secao iremos discutir e ilustrar para c=0  as
fungoes probabilidade para os diversos casos analisados nas
pag- 15a 17.Para isso, usaremos o cristal com P=5,2 e a=1.5.Ve
jaa Fig.1.4a para as bandas de energia desse cristal.

T . E=-eVo
l.a E pertence a uma banda de energia

Como vimos, para este caso © espectro e degenerado e
contTnuo. Escolhemos entdo Ap=0 e A1=] em (2.2a) e (2.,3), Por
(1.15) encontramos By e Bz em termos dos elementos da matriz
R. As fungoes de onda neste caso se tornam para p real:

gyl =e W o Ry e THY (2,23)
Ro2
WC(X): R11-R21Ry2 el k? SEHF(X+2&—2ﬁa)'Senﬁ(waHa)endika
RE? sen2ae
(2.24)
n' = | x+2a (2.25)
2a

A Fig.{(2.5a) e um exemplo para este caso. Obseryemos
o caracter oscilante da funcgao prohabil1dade que possuil um pe
riodo de 2a no lado cristalino, pois escoThemos Ap=0.Para x=0
ha uma descontinyidade na primeira derivada pois existe um a-
tomo sohbre a superficie em x=0,

1.b - E pertence a um gap

0 espectro e continuo e nao degenerado pnis Az=0. 0
elétron incidente sobre a superficie no lado do vacuo e com e
nergia E maior que a barreira de potencial superficial (u €
real) sera refletido, mas ainda havera uma probabilidade pe-
quena, mas nao nula, de se encontrar o eletron noe ltade crista-
lino. S5e tomamos A]-1 as fun¢oes de onda sao dadas pelas eq,
(2.23) e (2.24). 0s graficos 2.5b e 2.5c nos dao a fungdo pro
babi1lidade para dois valores diferentes da energia no gap, Ve
mos fgue conforme a energia cresce, o eletron se torna menos
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localizado no lado do vacuo, mas a probabilidade de se encon-
trar o cletron no lado cristalino e mais Tonge da barreira au
menta.

2 ., - E<-eVo

Aqui y € imaginario e a fungao de onda no vacuo € ex
ponencialmente decrescente (A]:D) e o espectro e nao degenera
do.

2.a - E pertence a uma banda

0 eletron ao encontrar na superf1c1e uma barreira de
potencial maior que sua energia sera refletido com uma peque-
na probabilidade de ser transmitido atraves da superficie. To
mando A,=1, temos para as fungoes de onda: N

g (x) = 1 e Tux (2.26)
Rz
wc(x) = R]Z eZinka SEHE(X+23-ZHa)—sene(xngﬁa)e“21kﬁ
R,p senZag|
t E;Zinka senC(x+?a—2ﬁa)-SEnE(x~2ﬁa)02ika (2.27)
senZae

As Fig.2.5d e 2.5e¢ nos ilustram as funcoecs probabili
dade para este caso.

2.b - E pertence a um gap

Quando E pertence a um gap do cristal e p € imagina-
rio e iu<0, teremos estados superficiais somente quando a eq.
(2.16) for satisfeita. Nesse caso, o e]etron nao e livre para
se mover através da rede, mas e 11qad0 a superficie e a fun-
¢ao do onda gue o representa & amortecida em ambos os lados,
tanto no vacuo gquanto no ¢cristal. Como A2 A] =0, se escolhemos
B1=1 as funcgoes de onda sao

wv(x)= e'iux (2.28)

R -7n . ' -
b lx)= 12 (-)"e 2nea[sen£(x+2a—2na)—sens(x-?.na)(-)me enfa
senZae (7.29)

Um exemplo da funcao probabilidade para este caso @
dado pela Fig.2.5f ¢ pe1a Fig.2.5g.
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I1T CAPITULO - JUNCAO DE TRES CRISTAIS

Noe II Capitulo, vimos como uma superficie origina es
tados superficiais Nesta parte, veremos como surgem niveis
de energia localizados na interface de dois cristais.Partimos
da s1tuagao em que temos uma juncao de trés cristais, sendo o
do meio um isolante que & representado por um potenc1al bar-
reira quadrada de comprimento 2d e os dos extremos sao cris-
tais semi-infinitos com atomos nas posicoes x=d+a+Zna (n e in
teiro e 20) e x=d+p+2ma (m e inteiro e :0) e representados -
por potenciais §. A energia potencial para esse sistema esta
esquematizada na Fig.3.1.

~aVo

\
|
1 X
e Y B . : : »

~d-2b- W’d B -d d  d+a d+a+2a  d+a+da

Fig.3.1 - Energia Potencial para uma jungdo de 3 cristais.

Para resclvermos a equacao de Schrodinger para um
eletron com uma energia potencial dada pela Fig.3.1,dividimos
o espaco em trés regicdes:

Regiao I : x<-d
Regiao II : Xx»d
Regiao III : -dex<d

De maneira analoga ao que fizemos na parte II, escre
veremos as fungoes de onda, solucoes da equacio de Schrbdin
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ger, nas regioes I e II, como combinagoes lineares das

coes de onda para o cristal infinito, e na regiao III
mos as ondas planas,

Para -d-ggzxg-d

w](x) e ___El__ SenET(X+B+d)Eszk1"SEHE](x+ﬁ+d—2b)
sen2beq |
¢ 81 |seneq(x+ptd)e ?TPK1 sene (x+pad-2b)
Sen2b5] /
onde
E'Iz = w (E"‘EVD) = E:Zz‘q-lg
h
Para dgxsd+a
wg(x) = u__FZ sengz(x-d-u+2a)-sengz(x-d-u)e‘21ak2
senZaaz
senEaEZ
onde
E 2 = 2M E = 52
¢z
h
E para -dgxgd
wa(x) = By eTk3X Aq e 1K3¥
cam
2 2
k3 = Eﬂ (E+EUO) = r -q22
hé

fun-
usare-

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

_ Aplicando as condicoes de contorno da continuidade -
da fungao de onda e continuidade da primeira derivada em x=d

e x=-d encontramos as duas matrizes definidas por:

A . MATRIZ R3y
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_ 31 31 ,
83 —_RH A] + R12 B] (3.74)
_ p3l 31
A3 R21 A1 + R22 B] (3.7b)
R?}: eik3d,senc1sezibk1-sene1(B-Zb)-iglrosz1Bezibk7—cosa1(8~2b4
Zsenzbey kg
' (3.8a)
?; 1k3d’senr18921bk]-sene](8 2b) 1£#cnsc1852 bk]-cosa](ﬁ ZbU
2sen2beql ks :
(3.8b)
31 ¢'ksd senz15e21bk1—sene1 B-2b) 1c1cose18e21bk1 -coseq(B- Zbﬂ‘
2sen2be,! k '
1 3
(3.8¢)

R31- g1k3{4# ne1pel PK1-seneq(8-2b)+iejfcoseqre’ Kl cose(B-2b)

2sen2be;l k3
(3.8d)
B. MATRIZ R23
.23 23
B, = #%3 B, + R2) A, (3.9a)
.23 23
R, = R5) By + R5y Ay (3.90)

R%?z ieik3d|c0552(2a—a) c05a2mez k2—1k3Fene2(2a n)+senesne 2iaky
2

2senZak “o
(3.102)
R?S 1éik3d CDSEZ(Za-m)*COS52n92iak2+iE§F9nE2(2a-a}+SenE2&821ak4
2sen2ako ) )
(3.100)

R%?'LlElEEE4COSLg(2a a) - COSLEHE21ak2 1kise”‘?(23'C9+50”&26921ak2w
2senZakpl > |

(3.10c) ~/
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(3.10d)

Podemos, alem das matrizes Ray € Ry definir uma ma-
triz R por

B, = Ryy Ay * Ryp By (3.11a)
Ay = Ryy Ap + Ry, B (3.11b)
mas Ccomo:
B B A
2 3| 1
= Ry3 = R,y Ry,
A2 A3 By
concluimos que:
R = R,y Ry (3.12)

Quando ky e kp estdo nos gaps de energia dos cris-
tais I e II respectivamente:

k] = n o+ i0, 0]?0 (3.13a)
2h

k, = ngt + 0, 050 {3.13b)
2a

e a matriz de espalhamento $ € singular, ou quando Rpp=0 , a
funcdao de onda que descreve o elétron deve ser uma onda que
decai nas regioes I e Il e deve ter um carater oscilatorio na
reqidge -de<x<d. Isso significa que o eletron esta localizado
no cristal central, Estudaremos quais as condigoes que devem
existir sobre as energias para que ocorram esses estados loca
Tizados., Pela eq.(3.12) vemos que Ryp=0 implica em: N

. 23 3] 23 .31 _

Assim, quando as condigoes (3.73a), (3.13b) e (3.14)
forem satisfeitas, temos um estado localizado. Em analogia
ao II Capitule analisaremos agora o caso em que a=g=0.

..l

COEEZ(Ea‘m)"COSE2”é21ak2+fﬁjsen€2(?a-u)+senﬁgméa1ak
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ITI.A - ESTADOS LOCALIZADOS PARA o=(=0

Nesta geometria existe um atomo do cristal I sobre a
superficie que divide o ¢ristal I do III e ha tambem um atomo
do cristal II sobre a superficie que divide o cristal II de -
IIl, como nos mostra a Fig.3.2.

V{x)

-elo

- L o -eVo

!

—_ — . Ce 4

-d-4b ~d-2b -d 0 d d+2a d+da

(4

Fig.3.2 - Energia Potencial para uma juncao de 3 cristais.

Fazendo «=8=0 em (3.14) obtemos:

~2iaky_ o ?ibk]

1k35en2aE2H§en2bc]—i£]( ~C052be]ﬂ

Ez k3

921dk3|é052aez-e

+g21dk3 k052352-9'213k2+1k3sen2ae4‘59n2bu1+1c1(ed21bk]—c052bﬁ1d}0
: ; K3
(3.15)

que se torna depois de alguns arranjos:

thdkS{(¢052a51~e_21ak2)5l(e_z1bk]~c032bc])+Eﬂsen2aggsen2bE]
ka EZ
+ (COSZGEE—E-ZIakZ)SEHZbE]'ElSEH2ﬁEE(E_21bk]-CDS?DE]):0
£
2

(3.16)
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A forma da eq.(3.16) g bastante complicada, mas po-
demos tirar algumas conclusdoes. Em principio ko pode ser reaj
ou complexo. Analisemos cada caso:

1. - k3 e real

Para k, real e para uma energia fixa, os valores de
d que satwsfaze% 3.16) sao periodicos com per1odo 1/2dkq, u-
ma vez que a un1ca dependencia de (3.16) gm relacao a d esta
na tg2dky. Uma representagao grafica dPne (d) e mostrada na
Fig.3.3, onde usamos como os outros parametros os valores in-
dicados. Vemos que para cada curva a energia dos estados loca
lizados decrescem com o aumento da espessura do cristal cen-
tral, Alem disso, para valores pequenos de d, havera uma ou
nenhuma energia para os estados localizados, porem, para valo
res maiores de d haverao mais do gque um estado localizado pa~
ra algumas energias. A medida que d-w temos um continuo de es
tados, que e o que deveriamos esperar, pois, para d muito -
grande, se colharmos para a proximidade de cada superficie, te
mos um espectro continuo (caso 1.b).

A Fig.3.4 nos da um exemplo de fungao probabilidade
para este caso. Notemos o carater oscilante da fungao no c¢ris
tal central e decadente nos cristais semi-infinitos. -

2. = ky e imaginario

Para k, imaginario, quando diks>=1, o fator que mul-
tiplica exp{ 218k deve se anular para que (3.15) seja possi
vel, ou:

C0523E2_9_21ak2+iE§59nzaE£ senEbE]+1El(e’21bk]—costE])EuO
Ep k3 !
(3.17)
o que significa que:
cos2acy-e 2 %%24iK3 senzac, =0 (3.182)
“2
sen2beq+icy (e PK1 cosabey) =0 (2.18b)

kq

Esse resultado ja era esperado, pois, quando dxz1 e
ko € imaginario, o que temos quando olhamos para as prox1w1da
dés de cada superficie de ligagao entre dois cristais ¢ a Fig
2.3 do modelo de Tamm, isto e, temos um c¢ristal semi-infintito
limitado por uma barreira de potencial. Assim o que devemos
aguardar como estados localizados para do=, sap 0s estados su
perficiais dados pela eq.{2.16), onde y e substituido por k3
em (3.18). )
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Uma ilustragao para esse caso € dada pela Fig.3.5,0n
de vemos que para d+~ a energia que satisfaz (3.15) & a ener
g1a que nos da estados superficiais no mode]o de Tamm para os
cristais isolados.

A Fig.3.6 nos da exemplos graf1cos da funcao probabi
lidade desses estados localizados para k., imaginario. Observe
mos agora que a fungdo probabilidade na ?so1ante decai em re-
lagdo as duas superficies.

IIT.B - ESTADOS SUPERFICIAIS PARA d=0

Uma outra sjtuagao interessante e aquela em que d=0,
ou seja, quando o nosso sistema de trés cristais se reduz a u
ma jun¢do de dois cristais semi-infinitos, e os estados loca-
1izados que calculamos, sao os estados superF1c1a1< que des-
crevem eletrons presos a superficie de jungdo de dois cris-
tais.

Tomando ~=a e >=b e d=0 nas eq.(3.8) e (3.10),encon-
tramos para a matriz R:

Ryp = lei(ak2+bk]) cosbk, cosae, Nl senbk, senac,| (3.19a)
2 cosbe, cosak, €2 senbeq senak, |

R]E - le1(ak2-bk]) cosbk, cosae, _ il senbk, senac, (3.195)
2 cosbe; cosak, “2 senbe, senak,

Ry - lei(-ak2+bk1) cosbk, cosag, _ El senbk] senac, (2.19¢)
2 cosb™y cosak, 2 senbcy senak,|

Ry le1’(~ak2~bk1) cosbkl Cosae, El ifnbk] senaig (3.19d)
4 cosbe, cosak, £2 senbr, senak, |

e 05 estados superficiais aparecem guando R,,-0 e k

. : 22 1 © k2 540
dados por (3.13) e igualando (3.19d) a zero®

cosbk] cosae2 + 5 senbk1 senar;2

=0

]
cosbey cosak, Eo senbe; senak,



au
tgbk] tgaez - _52 (3_20)
tgbe; tgak, “1
ou ainda:
tgaez A = _‘E:_é
tgbe] B E1

onde A substitui thbe, ou cothbs, & B substitui thaﬂ2 ou -
cothas,, dependendo d% paridade de m, e m,.
Como A e B sao positivos pr%cisa%os ter:

€1 COtng] > 0
(3.21a)
€0 cotgae2 < 0

ou
cotgbey < 0

cotg e, » 0 (3.21b)

Du seja, para termos niveis de energia Tlocalizados
na interface de dois ¢ristais, eles precisam ocorrer no pri-
meiro gap de um deles e no sequndo gap de energia proibida -
do outro se P,P,>0*ou em gaps de mesma paridade se PIP <0,

Na F]g.B.? 530 desenhadas duas curvas de £"em ter-
mos da diferenca de potencial g que satisfazem a eq.(3.20)
para 05 dois sistemas de juncgao de dois cristais especifica-
dos.na figura.

Usando 05 dados da Fiq.3.7 construimos as funcoes -
probabilidade da Fig.3.8.

* fste fato pode ser compreendido, pois sc tivermos dois cris
tais iguais (P7 e Pp de mesmo sinal), nao podemos ter estados
syperficiais, o que coneorda com o resultado.
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Iv CAPfTULO - JUNQﬂb PE DOIS CRISTAIS
MALS UMA IMPUREZA

Como vimos, uma imperfeicao num cristal produz o apa-
recimento de estados ligades. Uma impureza e um defeito ¢, con
sequentemente provocara o surdgimento desses estados localizados
proximos a impureza.

Fstudaremos inicialmente um sistema constituido por u
ma jungap de dois cristais linearcs e semi-infinitos conm uma
impureza representada por um potencial poco-quadrado com i
alcance finito. Veremos que as energias sao discretas para os
pstados que possuem fungoes ue onda quase que totalmente Toca-
1izadas na regido do pogo, isto &, que decaem rapidamente na -
regiao onde nao atua o potencial da impurcza. Fassarenos -
pois as caso particular em que os dois cristais sao fgueis, ou
seja, para quando tivermos uma impureza sobre uma cadeia infi-
nita de atomos iguais.

O nosso sistema € representado na Fig.4.71.

V{x)
h : ! i " {
Py ‘T 3 ooy ne1 4 |
| |
l
V=i v=2 v=11 =1 p=e | 1=n :
P . T B e ! - U 4
~lZmb -4b  -Z2b 0§ 2a 4a 2{n-1)a Zna  Z2{n+1)a
ello
Fig.4.1 - Jungao de dois cristais mais inpureza poco gua-
drado.

Vamos supor que o potencial da impureza tem uie aican-
ce Z2(na+mb). Has regioes x<dna o x<-Z0h o usarengs comd  Tuncouvs
de onda a do cristal semi-infinite, ¢ na regiao -unbex=ona, es
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creveremos as fungoes de onda em cada cclula como combinacan -
linear de ondas nlanast®

_ Fara x=-2mb a fung¢ao de onda para o cristal semi-infi-
nito e: T

z1bk1-5an](x+2mb~2b) |

gp(x) = 7] sene, (x+Zmb)e |

scn2be1~

E -2ibk

+ "1 _senel(x+2mb)e l—senﬁ](x+2mb—2b) (A.1)
senibe,
onde
51“ = gg (C+eVo) ¢ (4.2)
cosgbk, = coszbe, + P S@HZDE] (4.3)
2E,
Para -2mb¢x<0 , Tevem
6 (x) = € E1k3(x+dbv-2b) + D e"1k3(x+2bv~2b) (4.4)
v \U \
Conl
ky° = 2 (E-cUo+eVo) . (4.5)
r2
1
Para OsxsZna ,,1gu<n
¢ (x) = £ eikalx-gau) oy miKkg(x2au) (4.6)
il H i
com
2
kg™ = 2N (E-elo) {d.7)
[
h
Para Zna<x<2{n+l)a
[l '{Y = . . ‘
G (X)) = “_mfguu sencv(x—ﬁna)e'1ak£—5enh?(x*2na—£a)
senzac.,
3 : -2 ‘
+ ‘__iam_‘senga(x~2na)e 1lké!—senp?(x-}fnaukfa)‘ (a.u)
EEHBaEE,

onde



to,

[
o)
L]
2
[t
—
t

¢ m

¢m(—2mb) = ¢](-2mb)
wm(-Zmb) - ¢](—2mb) = sz]wm(—Zmb)
MATRIZ P
= Pyt ey
= Porhy + Poolby,
1e2TORA | ik m2bu, - 1 (e® M Tecoseneg) |
2k sen2bug |
‘)- ) . - - x
_I:'Ib_k_ —1k3-?.h‘U'[+ ] - {C"c_"lbk]_cugzb;j])‘
2k3 . SEHZHE]
je fTbkg ikB—ZDU]-..__j__(egibk]—COSZbu1)i
. -21bk [ , 9
“te 3 | ikgmebUgr T (e a]bk]—cosﬂb:])
2k3 : senzbu]
X = z2vb

M3
o

-

[ga)

"Pg senEau2

2e

coslae., +
i

Z

(4.9)

(4.10)

Aplicando as condicoes de contorno nas superficies de
jungoes dessas regioes e usando o metodo da matriz espalhamen-
podemos definir diversas matrizes.

X = -2mb

Condigoes de contorno:

Condigoes de Contorno:

.17a)

1)

Z2a)

P.17¢)

Ld2d)
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bo(-2vb) =y, (-2vb)
bl(=20b) = w!, (-2vb) = 2b
MATRIZ M
= (MU)]]E\)+T + (M\))]EU\)+]
- (Mv)21cv+l * (Mv)220v+1
AL TS T
k3

e—Zibk3 U )

Londicoes de contorno:

1 2271

LZ1ak .
e” 4 kgtkg 1(aU2+hU])

2k4

giZiakQ(ka-k3+i(aU2+bU1)

2k,

U]wv(-Evb)

e?ibk

e-21bk3

eS1ka
2k4
R

2kyg

3(-ib71)

k

(1+ibY1)

4—k3~1(aU2+bU])

1

(4.15a)

(4.15D)

3
(4.16)

|
+hagti(als+bUy) |

(4.74)



N
1

: - 2
a) x“(dua) = Xu+]( ua )
) _ 1 = 2
b) xn+](2pa) xp(?ua) Zauex“( ja )
MATRIZ N“
nt1 ) (Nu)11 1 * (Nu)]ZFu
] ( U)ZTEU * (Nu)d2Fu
P12 g (1-1a"2) e212ka (.14l
kg kg
_24 -2iak )
kg
X = 2na
Condigoes de contorno:
a) ¢2(2na) = yn(Znﬁ)
) ¢E(2na) - x”(ana) = Zasz”(Znﬂ)
MATRIZ 4
AE ) Q]1Ln * Q]ZPH
bp = gk * ol

¥ o= 2ua

Condigdes de contorno:

(4.20a)

(4.200)

(1.23a)

(4.23b)

(1.2%a)

(4.200)
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)‘ (4.252)

Oyy=_ i cos?asz-e-21ak2+§992£52(1k4+zﬂU?.
Esen??ak2 5;2 ]
‘ . : . -2iakno " : . -
Uyp=_ 1 coslag,-e L+S§ﬂ%§£2(_1k4+£auz) (4.25h)
) " 2
ZsenLak2 P
waim -1 cos2ae, -t 3K ohsenzac, (ik,+2al, ) (4.25¢)
2 (L S ? R e s " """2 T
Zsenaky €
) - _ 4 Ridkr ) . - .
P — l__|cos2ag,-e £+§gﬂig£2(*1k4+aauz) (1.204d)
ZsenZak, €, ’
Definindo uma matriz R por:
Ry = Ryqhy + Ry,D (1.26a)
by = RoqgAy + Py, 0, (4.250)
e facil de verificar que:
_ NN VRN ) :
=) s () f (4.27)

As matrizes K, e My sao independentes de oo v respec
tivamente devido a escolha apropriada cas fungoes de onda,e as
matrices Nosao iguais a Iy, quando fazemos a substituigan: asb

kook, & UsBly
4773 a . &
0 produto de n-1 nmatries N“ pode scr encontrado como:

1 9

n“] - G o + L]I }
() =G . (4.2)

G G G i‘

o
cam
- -1 n-1 n-;

GN = V.-._,_V] » “*i - R - 1 ’ fn - NVP,V](VL‘ 'V'I
(1.27}

onde vy e v, $a0 05 auto-valores de iy
[



v =coslak +aU2sen2ak J/f(cos2ak +aUZSen?ak )2—] (4.30)
2,1 4 O 4 4775 4
4 kg
De forma analoga:
)" e Py ey 10 (4.31)
”M “M ‘D 1
com
_ _ _ m-1 _ m-1 . . L , M=2 . om-2)
HM = t2 tT s H] = tz t] , HO tzt](to t1
(4.32)
onde t, e t, sa0 os autovalores de M
) U V/._m___mm” Sl N
t, =cos2bkg+b senZbk,t/(cosZbkq+b 1senZbky)e-] (4.33)
’ & =

Quando o cristal [ for digual ao [I, o nosso sistema
se reduz & uma ifmpureza representada por um potencial pogo qua
drado ¢ de alcance 2a(n+m). lleste caso:

I =1 A3
a) 27 ( ha )
b) k] =k, = ﬂiﬂ + 90 (40 (4.360)
Za
nos darao estados localizados nas imediagoes da impureza, ou

sejasoricinarao estados ligados a inpureza.
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concLusoks

Neste trabalho estudamos diversos sistemas nao homoge
neos, simples, derivados do modela de kronig-Penney (&KP) de u-
ma cadeia unidimensional de atomos periodicamente espacados e
representados por potenciais &.

No I Capitulo apresentamos um resumo e discuss oes fi-
sicas do modelo KP, da tecnica das matrizes de espalhamento ¢
2 relagao entre esta ultima e estados localizados. Encontramos
na Literaturd’duas formas diferentes de se resclver o problema
periodico de KP: pelo metodo da funcao de Green e pelo metodo
da matriz de espalhamento. No Apendice A usamos um método dis-
tinto dos outros dois, que e o da Transformada de Fourier.

No II Capitulo revemos fisicamente o modelo de Tamm,
que e o de uma interface vacuo-sdlido. NDiversos autores™® eg-
tudam o caso em que temos uma cadeia semi~infinita com o opri-
meiro atomo da cadeia sobre a 5uperf1c1e Damos, pUrEm, uma -
contr1bu1§ao ad1C1ona1 quando consideramos a superficie situa
da numa posigao arb1trar1a Para esse sistema, determinamos a
matriz espalhamento e as condigoes que devem ser inpostas s50-
bre a energia para a existencia de estados sunerficiais. A par
tir dessa condicdo, deduzimos as ecnergias dos estados superfi-
ciais em fungcao da posigao da superficie (veja Fig.¢.7 como i-
lustracao). Rertz, em um de seus trabalhos® estuda o caso em
que a superf1c1e estad distante de uma semi-celula en relagao
ap primeiro atomo da cadeia {0 que corresponde a c=a 2m pssSa
nntagaﬂ) e chegya a conclusao que nao ha estados superficiais
no primeiro gap para este caso. No Apend1cc B, reestudanos es-
se sistema o chegamos a conclusao que nao ha estados superfi -
ciais no primeiro gap para pogos atrativos, mas que cles exis-
tem para pogos repulsivos. Alem disso, pela solugao geral ilus
trada na Fig.2.2, vemos que esse e um ponto isalado, pois numa
vizinhanga de c=a tao proxina guanto auiscrmos, Sempre existi-
ra estados superficiais. Revemos tamuem o caso disculido pe-
los autores citados acima, _em que temos um atomo sobre a super
ficie. Ilustramos a dependencia da eneryia dos estados 1uerf1
ciais em fungao da barreira, tanto para pocos rrrulsivos {Fig.
Z.4a), como atrativos (Fig:2.4b), sendo que o nrimciro nao apa
rece na Literatura. Desenhamos tambeém, as densidades de proba-
bilidage para energias tipicas (Fic.2.%) e mostramos na Fiq.
2.5 f e g que para os estados superficiais, as fungoes nrobabi
lidade decaem para zero, tanto no lado do vacuon, guanto no do
cristal:

No IT1 Capitulo desenvolvemos um modeln original ac
juncgao de tres cristais, sendn o do meio un 1sn]ante de espes
sura 2d, representado por um patencial barreira guadrada, e 0%
dos extremos sao solidos semi-infinitos., Ysando o métode va ma
triz de espalnamentno, determinamos as condicoes gerais sobre a
eneraia para o aparccimenlo de estados localizados. baludamos
em especial 0 caso em que temos atomos nas interfaces ¢ anali-
samos 0s estados localizados para esse sistema. Para esses es-
tados localizados, onde a enreryia deve estar nos gaps dos dois
cristais, separamos o nosso cstudo em duas partes: quandn a e-
nergia esta acima da barreira do isolante ¢ quando esta abaixo
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da barreira, Para o ¢caso ecm que a energia esta acima (Fig.3.2)
comprovamos que existem estados interfaciais localizados, cu-
jas fungoes probabilidade sao ondulatorias na regiao da bar-
reira e evanescentes nos cristais. Lste comportamento ondula-
torio e diferente do que podemos esperar da intuigan Laseada
em estados superficiais e tais estados podem ser 1m;ortanteq
nas propr1edades de transporte e oticas das jungoes. Verifica
mos que o numern de estadns localizados aumenta conforme a es
pessura ¢o cristal central aumenta ¢ para d muitn grande  te-
mos um continuo de estados. lsse resultado j5 ar esherado,
pois, para d»= & comn se LIVEsSsSeMOS uma jungao vacu0~ solido,
onde temos um espectro continuo (veja a discussao fisica nas
pag. 16-17), GQuando a energia csta abaixo da varreira, exis-
tem estados interfacials que sdo mais convencionais, Lna vz
que podemos pensar aproximadamente neles cowmo combinagoes 19~
neares ligantes ou antiligantes dos estados superficiais  dos
cristais isnlados. Para SLpararnea peyuenas, a interacao en-
tre pstes estados SUperf1c1a1s g forte, produzindo um distan-
ciamento grande das energias dos estados exatos (Fig.2.%). Fa
ra d--w recuperamdos as solugoes para os cristais isolados (Fiyg
2.54). Estes estados Lambem podem sér importantes para se¢ en-
tender as propr1edddes de uma jung¢ae realista. Analisanos,lam
ben, uma Jjungao de dois cristais para 0 caso em Gue a 1nterfq
ce esta distante de uma semi-celula dos primeiros atoros da
cadeia, Aertz'™ analisa este sistema, mas considera agenas po
tenciais atrativos nas condigoes sobrL a enerygia para o5 esta
dos superficiais. Contribuiwos com a consideracao dos unten -
ciais repulsivos ¢ com os graficos da Fin.3.7.

Os estados superficiais aparccem devido a uma jwmpoer-
feicgdo no cristal perfeito. tos Capitulos IT o LT vimos conn
uma superficie ou uma interfacuo, que sao especics de inperfed
950 » podem produzir estados Superficiais. m nutro Lipo oo

nperfe1(ao que broduz estadns Tocalizados e n de yma iwpure -
za. Yarios autores™®cstudaram sistemas que comportam uma im-
pureza. as, senre ¢ssa inpureza ¢ representada por oum o poten
cial muito localizado tal como uma fun;ﬁn fLodlnssno Capitulo

IV, estudarns o caso de uma jungao de dois cristais cop Hll G
inptireza de uma alcance qualnuer. rwl;w‘ninnmnf aunig as condi
goes para o oaparecingnto de estados localizadns pars esse 6198
tema.

Vo Avendice C, apresentanos uma lista das definicnos
. - -
dos sinbolos mais usados nesta tese.



APENDICE A - CALCULO DAS FUNCOES DE ONDA PARA 0
MODELO DE KRONIG-PENNEY

B Temos um cristal unidimensional, mgnoatomico, cujos
atomos estao regularmente distanciados por(ale a energia po-
tencial e dada por:

eV = h? al I §(x-na) (A1)

M "

A fungao de onda ¢ de um eletron de energia [ 1o
cristal unidimensional deve satisfazer a equacao de Schrodin-
ger:

2 2 -
d + & = al » &(x-na)|yp(x) = 0 (A2)
d 2 - (
X
com
E2 = 2ME/h2

Saxon e Hutnerresolvem a eg.{A2) per dois metodos
diferentes: num deles usam o formalismo das fun¢oes de Green
e no outro o formalismo da matriz de espalhamento. Agui, re-
solveremos por um terceiro metodo gue € o da transformada de
Fourier:

Calculemos entao, a transformada de Fourier da equa-
Gao acimae chamemos:

43}

#la) = 1 ) 9lx) o X gy (A3)

“!‘2 H:i'.u
Integrando por partes obtemos:

('y..ﬁ 2 ) N -
1t u(x) e ™ dx = -k (a) (AG)
V2 ea Tdx2 |
e tambem:
Y ow(xy @™ g(x-an) dx = q(na)e' " (A5)
Assim:

imna
[

(HZ“E2)¢(G) = al g l{ni) (AE)

Len Y

Pela Teorema de Bloch:



¥(na) = e k"% 400) (A7)

g usando a eq.{(A7), a eq.(A6) se torna:

i(k+a)na (28)

${a) = al y(0) 1 voe
Ve 6l-el
Calculando agora a anti-transformada dec Fourier da e
quacao (A8):

b(x) = al w(0) T | o Tax  Gilarkina 4 (A9)
2e 7 e 8 -E

A integral pode ser resolvida por residuos. Para is-
5o precisamos considerar dois casos:

1- na=x ou n=x/a

@ . o . :
ke1u(na—x) 1 -1 |da = =i e1g(na—x)_e—1r(navx} (A10)
o 2 - nte Ze |

2- na<x ou n<x/a
.e—im(ana) 1 - 1 |du = i eie(x-na)_ew1r(x-na)[ (A11)
w 2c o= ot 2

Chamando por n' a parte inteira de x/a, separamos a
somatoria em duas partes:

t

H Yool ] - o . ) : 3 . ] ;- - i ]
; k1axe1(k s_)na_euxeﬂkﬂ_)n%z 1Lxe1(k L)na_e1axe1(k+h)na

e
o ’ ]_E“T(k-c)a ]_6-1(k+g)a
para o casd €m gue na<x e
. (A12)
; Eicxei(k+e)na_eigxei(k-f)na: eiuxei(k—a)ﬁameigxei(k+ﬂ)ﬁa
n+ 1_9‘1(k"5)a 1-e- 1 (K+c]a
guando na>x (A13)
somando as duas partes:
p(x)=aly(0)i e FXgllk-elna o ~iex 1{kte)na (A14)

4¢ ]_e-i(F—c)a 1o T{k+i)a



r
r3

¢ depois de alguns arranjos obtemos finalmente.

. oo ;
v (x)=al w(O)glkna 81kasena(x—na)-senE(x“n{;a)

- Alb
2 _ coska-cosea I (ATS)

e a equagao (A15) e a solucdo da equagdo de Schradinger (A2)
ou seja e a fungao de onda que descreve um eletron de energia
E e vetor de onda k num cristal unidimensional com atomos dis
tribuidos com uma constante de rede a.



APENDICE B - ESTADOS SUPERFICIAIS PARA ¢-a
NO MODELO DE TAMM

Para esse valor de ¢, a energia potencial e dada pe-
la Fig.B1.

(YRS

0 PN iy ¢

Fig.B1 - Grafico da energia potencial para c-a.

A matriz R das eg.(2,7) se reduzem a:

Ryp = @ M) Heosia ¢y senca (Bla)
Z ' coska " senka

Ry, = e 2K cosia -y osenca | (B1b)
2 “coska " senka

Ry = e"iaff+”) ECO%RE -y sencal (Blc)
Z | coska g senka‘

Ryy = e13(kM) | cosea + u senca (B1d)
2 coska “ senka

As energias dos estados superficiais sao encontradas
quando a eq.{B1d) se anula:

cosga + U senca = 0 (B2)

£
coska senka

e como k=mm/2a + i0 ; 0>0, a eq.{(B2) se torna:



tghat = 1, tgas (m par) {B3a)
£

au

cotghae = iu tgac (m impar) (B3b)
£

dependendo da paridade de m. Para o primeiro gap de enerqgia e
energia positiva (e»0), temos a sequinte situacao:

P<Q 0< 2ac« |l ou 0< ag=h/? (Bda)
PO < Z2ac< 20 ou M/2= gax<T (B84b)

Lembrandoe que ip<0 e gue tgha e cotgha sdo sempre po
sitivos, para a condicgdo (Bd4a) tgac/e>0 e nao podemos ter @
eq.{B3a) s tisfeita. Porém, para a condigao (B4b) ou scja, pa
ra P»0 t a:/e<0 e podemos encontrar valores de energia que sa

fazem a condicao {(B3b). Assim, para c=a, podemos ter esta-

> supe f.ciais no primeiro gap somente quando P=0: TPara o

~gundo «a; de energia, a situacao se inverte e temos estados
pnerfic a s para P<0 e nao temos para P:0.

E esta @ a razdo porgue o ponto c¢=a esta excluido na

LRI ¥ B s T P |

-

7.2.3a



APENDICE € - DEFINICATS nns <innoLne
MATS USADOS

M - Massa do Elétron
2a,2b - Constante da Nede
] - Intensidade do Potencial 3
eV - kneryia Potencial do Cletron
L - I[neryia do E1Ctron
. _
0= - ZME/hz
n' - [x/2a] = "arte Inteira de x/2a
¥ L2
£ - 2as . ez 2MEat/n*t
P e
0,071,080 - Parte Imaginaria do VYetor de Onda no Gap
M, n « Indices da Ganda
- C - Tosi¢do da Sunerficie no Modelo de Tane
" | g
q- - =2ileVo/n-
uz - E2 - qg
5 . "
ve - -BMevoal/hc = dacqd
2 - ELspessura do Isolante
q]z - -ZileVo/he
T -’ H
£ 1,2 - C!]L
" 3
L?-n... _ }:"_
ng nEHuUD/hL
Py o
k3 LS g
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