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ÁLTALÁNOSÍTOTT RELATÍV KONSZENZUS –
ÉLES KONVERGENCIATÉTELEK

GERENCSÉR BALÁZS ÉS GERENCSÉR LÁSZLÓ

A dolgozat egy hálózatokon definiált relat́ıv konszenzus (ratio consen-
sus) probléma megoldására a [7] és [2] dolgozatokban kifejlesztett push-sum
vagy súlyozott pletyka (weighted gossip) algoritmus lényeges általánośıtásá-
ra vonatkozó friss, éles konvergenciatételek rövid összefoglalása [4] alapján.
Az általánośıtás egy lényeges eleme, hogy a hálózati dinamikát nem-negat́ıv
mátrixok egy szigorúan stacionárius, ergodikus, szekvenciálisan primit́ıv so-
rozata ı́rja le. Következményként megadjuk a push-sum algoritmus pontos
konvergencia sebességét, csomagvesztést is megengedve, ld. [5].

1. Bevezetés

A dolgozat célja egy hálózatokon megfogalmazott számı́tási probléma, az ún.
ratio consensus (adekvát magyar ford́ıtásban relat́ıv konszenzus) probléma kap-
csán kifejlesztett elosztott, aszinkron algoritmus (push-sum vagy weighted gossip),
ld. [7], [2], és annak lényegi általánośıtása konvergenciájával kapcsolatos éles ered-
mények rövid bemutatása, döntően a [4] dolgozat kiemelt eredményei alapján. A
probléma röviden szemléltethető úgy, hogy egy iránýıtott hálózat csúcsaiban elhe-
lyezett wi > 0 mennyiségű és xi/wi koncentrációjú oldatot akarunk a hálózat által
megengedett lokális interakciókkal összekeverni úgy, hogy határértékben minden
csúcsban azonos,

∑
i x

i/
∑
i w

i koncentrációjú oldat legyen.
A relat́ıv konszenzus problémájának technikai kerete egy kommunikációs gráf,

amelyet egy G = (V,E) iránýıtott gráf jeleńıt meg, amelynek minden csúcsában
adott egy xi és wi ≥ 0 valós értékű számpár, amelyeket értékeknek és súlyok-
nak nevezünk, úgy, hogy nem lehet a súlyok mindegyike 0. A probléma ekkor a∑
i x

i/
∑
i w

i hányados kiszámı́tása, minden csúcsban, csak a G = (V,E) által
megengedett lokális interakciókat végezve, éspedig aszinkron módon.

A push-sum algoritmus eredeti, legegyszerűbb alakja: legyen a csúcsok száma
|V | = p, és jelölje x = (x1, . . . , xp)⊤ kezdeti értékek vektorát a 0 időpillanatban, a
kezdeti súlyok vektora pedig legyen w = (w1, . . . , wp)⊤ = (1, . . . , 1)⊤ =: 1. Az n
időpontban válasszunk ki véletlenszerűen, függetlenül, egyenletes eloszlás szerint
egy fn = (i, j) ∈ E iránýıtott élt. Ennek végpontjaiban egyidejűleg új́ıtjuk fel az
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értékeket és a súlyokat a következő módon: a küldő fél, i kezdeményez egy tranzak-
ciót, amelynek során a saját értékeinek és súlyainak azonos αji := 1/2 , hányadát
elküldi a fogadó félnek, j-nek, aki ezeket saját értékéhez, ill. súlyához hozzáadja,
vagy másképp szólva, a megosztott oldatot saját oldatához keveri. Az algoritmus
általánosabb alakjában a kezdeti súlyokra csak a w ≥ 0, w ̸= 0 feltevéssel élünk,
az élek kiválasztása függetlenül, de él-specifikus valósźınűséggel történik, továbbá
egy tranzakció során a megosztási hányad tetszőleges 0 < αji < 1 lehet.

A push-sum algoritmus két szép alkalmazása egy nagy (iránýıtatlan) hálózat
szomszédsági mátrixának elosztott spektrál-anaĺızise [8], ill. egy hálózatokon de-
finiált szeparábilis konvex optimalizálási probléma elosztott megoldása [14]. A
push-sum fenti algoritmus véletlen csomagvesztéseket is megengedő általánośıtá-
sát elsőként az [5] dolgozat vizsgálta.

A push-sum algoritmus által definiált hálózati dinamika az alábbi módon ı́rható
le. Jelöljék xn−1 és wn−1 az n− 1 időpontbeli érték-, ill. súlyvektorokat. Ekkor

xn = Anxn−1, wn = Anwn−1 n ≥ 1, (1)

ahol An egy p× p-es független, azonos eloszlás szerint választott véletlen, oszlop-
sztochasztikus mátrix. Csomagvesztés esetén az oszlopösszeg legfeljebb 1. A push-
sum algoritmus egy természetes kiterjesztését kapjuk, ha An értékkészlete p×p-es
nem-negat́ıv, véletlen mátrixok egy tetszőleges A halmaza lehet. Egy további
kiterjesztést kapunk, ha az interakcióban részt vevő, egymást követő párokat egy
észszerűnek tűnő, jó keveredést ı́gérő terv szerint választjuk. Így a következő
általános problémát fogalmazhatjuk meg. Tekintsük p×p-es nem-negat́ıv, véletlen
mátrixok egy szigorúan stacionárius, ergodikus (An), n ≥ 1 sorozatát. Legyenek
az x,w ∈ Rp a kezdeti értékek, ill. súlyok vektorai úgy, hogy w ≥ 0, w ̸= 0. Jelölje
ei azt az egységvektort, amelynek i-dik koordinátája 1. Célunk az

e⊤i AnAn−1 · · ·A1x/e
⊤
i AnAn−1 · · ·A1w, i = 1, ..., p (2)

hányadosok (koncentrációk) aszimptotikus viselkedésének a tanulmányozása.

A dolgozat feléṕıtése: elsőként röviden bemutatjuk a felhasznált matematikai
segédeszközöket, nevezetesen a véletlen mátrixok szorzatára vonatkozó alapvető
eredményeket, a Fürstenberg-Kesten tételt, [3], ill. az Oseledec tétel egyszerűśıtett
alakját, [9], [12]. A következőkben bevezetjük a szekvenciálisan primit́ıv nem-
negat́ıv mátrix folyamatok fogalmát, majd bemutatunk egy normalizált szorza-
tokra vonatkozó eredményt, az [1] dolgozat eredményének egy kiterjesztését. A
dolgozat fő eredményeit a 5.1-5.3. Tételekben fogalmazzuk meg, amelyek éles felső
korlátot adnak az általánośıtott push-sum algoritmus m.m. (majdnem mindenütt)
értett exponenciális konvergenciájának a sebességére. Ezeknek a push-sum algo-
ritmusra történő alkalmazását fogalmazza meg a 6.1. Tétel. A dolgozat kiegésźıti
és továbbfejleszti a [10] és [13] dolgozatokban közölt módszereket és eredményeket.
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2. Technikai segédeszközök

2.1. Álĺıtás. (Fürstenberg és Kesten tétele) Legyen (An), n ≥ 1 véletlen,
p × p-es mátrixok egy szigorúan stacionárius, ergodikus folyamata egy (Ω,F ,P)
valósźınűségi tér felett, amelyre teljesül a E log+ ∥A1∥ <∞ feltétel. Ekkor a

λ1 = lim
n

1

n
log ∥AnAn−1 · · ·A1∥ <∞ m.m. (3)

limesz létezik, és egyenlő az alábbiakkal:

lim
n

1

n
E log ∥AnAn−1 · · ·A1∥ = inf

n

1

n
E log ∥AnAn−1 · · ·A1∥. (4)

Megjegyezzük, hogy λ1 = −∞ érték is megengedett. Az AnAn−1 · · ·A1 szorzat
egy finomabb karakterizációját adja Oseledec tétele, [9]. Ennek megfogalmazásá-
hoz egy rövid kitérőt kell tennünk a Ljapunov exponensek világába, ld. [6]. Legyen
(An), n ≥ 1 p×p-es mátrixok egy fix sorozata. Tetszőleges x ∈ Rp-re definiáljuk az
x vektornak az (An) sorozatra vonatkozó λ(x) Ljapunov exponensét az alábbiak
szerint:

λ(x) := lim sup
n

1

n
log |AnAn−1 · · ·A1x|.

Tekintsük ezután tetszőleges kiterjesztett értelemben vett −∞ ≤ µ ≤ +∞ valós
számra az alábbi halmazt:

Lµ = {x ∈ Rp : λ(x) ≤ µ}. (5)

Könnyű látni, hogy Lµ az Rp vektortér lineáris altere, amelyre nyilvánvaló módon
Lµ ⊂ Lµ′ ha µ ≤ µ′, továbbá Lµ jobbról folytonos függvénye µ-nek. Legyen µ1

a legkisebb µ, amelyre Rp = Lµ. A fentiek alapján létezik véges sok valós szám
+∞ ≥ µ1 > . . . > µq ≥ −∞, amelyekre Rp = Lµ1

) Lµ2
. . . ) Lµq

) {0}, úgy,
hogy µr > µ ≥ µr+1, r = 1, . . . , q − 1, ill. µq > µ, r = q esetén

Lµ = Lµr+1
, ill. Lµ = {0}. (6)

Innen következik, hogy 1 ≤ r ≤ q − 1-re

x ∈ Lµr
\ Lµr+1

-re λ(x) = µr, (7)

és persze x ∈ Lµq
esetén λ(x) = µq. Legyen az Lµr

dimenziója ir, 1 ≤ r ≤ q, ı́gy
tehát p = i1 > i2 > . . . > iq > 0, és legyen iq+1 = 0. Definiáljuk a Ljapunov
exponensek teljes λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp spektrumát az alábbi módon:

λi = µr ahol ir ≥ i > ir+1. (8)

Ha már most (An) = (An(ω)) egy szigorúan stacionárius, ergodikus folyamat
realizációja, akkor a fenti észrevétel nem-triviális kiterjesztésével a következő meg-
ragadóan szép eredményt kapjuk, amelyet (kissé bővebb alakban) először Oseledec

Alkalmazott Matematikai Lapok (2020)



268 GERENCSÉR BALÁZS ÉS GERENCSÉR LÁSZLÓ

bizonýıtott a [9] dolgozatban, majd – gyengébb feltételek mellett – az eredménye-
ket tovább pontośıtotta a [12] dolgozat.

2.2. Álĺıtás. (Oseledec tétel) Legyen (An), n ≥ 1 a 2.1. Álĺıtás szerinti
p× p-es mátrix-értékű sztochasztikus folyamat. Ekkor létezik az eseménytér egy 1
valósźınűségű Ω′ ∈ F halmaza úgy, hogy minden ω ∈ Ω′-re, és egyidejűleg minden
x ∈ Rp-re az alábbi limesz létezik:

λ(x) = lim
n

1

n
log |AnAn−1 · · ·A1x| m.m. (9)

Továbbá, a λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λp, Lyapunov exponensek, amelyek a −∞ értéket is
felvehetik, és azok multiplicitásai, nem függenek ω ∈ Ω′-től.

A [12] dolgozatban közölt elemzésből következik, hogy az Mn szorzat

Mn = UnΣnVn, (10)

szinguláris érték felbontására (SVD), ahol Un, Vn ortonormális mátrixok és Σn
diagonális a σ1

n ≥ σ2
n... ≥ σpn ≥ 0 diagonális elemekkel, teljesül az alábbi:

λk = lim
n

1

n
log σkn m.m. k = 1, ..., p. (11)

Az Oseledec tétel álĺıtja az alábbi határérték létezését is:

lim
n

(
MT
nMn

)1/2n
= lim

n
V Tn ΣnVn m.m. (12)

A jelen cikkben arra a [12] dolgozat 5. Lemmájának bizonýıtásában implicite sze-
replő kapcsolódó eredményre lesz szükségünk, hogy λ1 > λ2 esetén a Vn mátrixok
v1·n -gyel jelölt első sorai m.m. konvergálnak valamilyen véletlen v1· határértékhez:

lim v1·n = v1· m.m., (13)

sőt, a [12] dolgozat szerint, Un első oszlopát u·1n -gyel jelölve,

Mn = u·1n v
1·σ1

n +O(e(λ2+o(1))n) m.m. (14)

3. Szekvenciálisan primit́ıv nem-negat́ıv mátrix folyamatok

Az elkövetkezőkben a nem-negat́ıv mátrixokra vonatkozó primit́ıvség fogalmának
a kiterjesztésére lesz szükségünk. Egy szép bevezetés ebbe a témakörbe a [11]
dolgozat. Emlékeztetőül, egy A nem-negat́ıv mátrix primit́ıv, ha egy elég magas
pozit́ıv egész hatványa, mondjuk An pozit́ıv. Legyen most A nem-negat́ıv, p×p-es
mátrixok egy tetszőleges családja. Kérdezhetjük, hogy van-e A-beli mátrixoknak
olyan szorzata (ismétlést is megengedve), amely szigorúan pozit́ıv.
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3.1. Defińıció. Nem-negat́ıv, p × p-es mátrixok egy A családja primit́ıv, ha
létezik A-beli mátrixoknak legalább egy véges szorzata, amely szigorúan pozit́ıv.

A fenti defińıció természetes módon kiterjeszthető nem-negat́ıv, p×p-es véletlen
mátrixok egy szigorúan stacionárius folyamatára. Előzetesen és emlékeztetőül: egy
nem-negat́ıv, p×p-es mátrixot megengedettnek nevezünk, ha nincs azonosan nulla
sora vagy oszlopa. Egy mátrix sor-megengedett, ha nincs azonosan nulla sora.

3.2. Defińıció. Nem-negat́ıv, megengedett p × p-es véletlen mátrixok egy szi-
gorúan stacionárius (An), n ≥ 1 folyamata szekvenciálisan primit́ıv, ha az Mτ :=
AτAτ−1 · · ·A1 szorzat szigorúan pozit́ıv 1 valósźınűséggel valamilyen véges τ meg-
állási idővel. Tetszőleges n ≥ 1-re definiáljuk a szekvenciális primitivitási indexet:

ψn = min{ψ ≥ 1 : An+ψ−1An+ψ−2 · · ·An > 0}. (15)

Mivel a defińıcióban megengedett An mátrixokra szoŕıtkoztunk, ezek egyben sor-
megengedettek is, és ezért Mn > 0 szigorú értelemben minden n ≥ ψ1-re.

3.1. Lemma. Legyen (An), n ≥ 1 nem-negat́ıv, megengedett p × p-es véletlen
mátrixok egy azonos, független eloszlású sorozata. Ekkor (An) szekvenciálisan
primit́ıv akkor és csak akkor, ha az A1 véletlen mátrix Rp×p-n vett µ eloszlásának
az A = supp µ tartója primit́ıv.

4. Nem-negat́ıv mátrixok és vektorok normalizált szorzata

A relat́ıv konszenzus probléma vizsgálatának egy természetesen ḱınálkozó esz-
köze egy nem-negat́ıv mátrixok és vektorok normalizált szorzatára vonatkozó ered-
mény, nevezetesen az [1] dolgozat 1. Tétele. Ennek önmagában is szép és érdekes
közvetlen általánośıtását alább ismertetjük. Legyen (An), n ≥ 1 nem-negat́ıv,
megengedett p×p-es véletlen mátrixok egy szigorúan stacionárius, ergodikus folya-
mata. Legyenek x,w ∈ Rp+, azaz legyenek minden komponensükben nem-negat́ıv
vektorok, x,w ≥ 0, és tegyük fel, hogy x,w ̸= 0. Definiáljuk az alábbi szorzatokat:

xn :=Mnx = AnAn−1 · · ·A1x, (16)

wn :=Mnw = AnAn−1 · · ·A1w. (17)

Nyilvánvaló módon xn, wn nem-negat́ıvak, és mivel An megengedett minden n-re
és x,w ̸= 0, következik, hogy xn, wn ̸= 0 minden n-re. Legyen 1 az a p-vektor,
amelynek minden koordinátája 1. Definiáljuk az alábbi normalizált szorzatokat:

x̄n = xn/(1
⊤xn), w̄n = wn/(1

⊤wn), (18)
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valamint a köztük lévő távolságra a totális variáció normát:

∥x̄n − w̄n∥TV =
1

2

p∑
i=1

|x̄in − w̄in|. (19)

A következő tétel az [1] dolgozat (hiányos bizonýıtású) 1. Tételének közvetlen
általánośıtása:

4.1. Tétel. Legyen (An), n ≥ 1 véletlen mátrixok egy a 2.1. Tétel feltéte-
leinek eleget tevő sorozata. Ezen túlmenően tegyük fel, hogy An minden n-re
nem-negat́ıv, megengedett, és hogy az (An) sorozat szekvenciálisan primit́ıv. Ek-
kor minden (x,w) ∈ Rp+ × Rp+, x, w ̸= 0, párra teljesül az alábbi:

lim
n

1

n
log ∥x̄n − w̄n∥TV ≤ −(λ1 − λ2) m.m.

Az egyenlőtlenség egyenlőséggel teljesül Lebesgue m.m. (x,w) ∈ Rp+ × Rp+ párra.
A jobboldal közismert megnevezése spektrális rés (spectral gap).

5. Általánośıtott relat́ıv konszenzus

Az általánośıtott push-sum algoritmusra vonatkozó, konvergenciasebességet is
megadó eredmények megfogalmazásában a 4.1. Tétel feltételei alkotnak egy közös
keretrendszert, ezt fogjuk kiegésźıteni az (An) sorozatra vonatkozó egyedi feltéte-
lekkel. Nevezetesen, az An mátrixok pozit́ıv elemeire vonatkozóan fogunk további
feltevésekkel élni. Definiáljuk az alábbiakat:

αn := min
ij

{Aijn : Aijn > 0}, βn := max
ij

Aijn . (20)

Mivel βn ekvivalens az ∥An∥ normával, következik, hogy E log+ βn <∞. Ennek a
feltételnek ikerpárja az alábbi E log− αn > −∞ feltétel.

5.1. Tétel. Teljesüljenek a 4.1. Tétel feltételei, és legyen az (An) sorozat füg-
getlen, azonos eloszlású. Tegyük fel, hogy λ1 − λ2 > 0. Végül tegyük fel, hogy
E log− αn > −∞. Legyen x ∈ Rp kezdeti értékek egy tetszőleges vektora, és legyen
w ∈ Rp+, w ̸= 0 kezdeti súlyok egy vektora. Ekkor minden i = 1, . . . , p-re

lim sup
n

1

n
log

∣∣∣∣ e⊤i Mnx

e⊤i Mnw
− v1·x

v1·w

∣∣∣∣ ≤ −(λ1 − λ2) m.m. (21)

Verbálisan azt mondhatjuk, hogy – a tétel feltételei mellett – a rendszer relat́ıv
konszenzusra jut: minden i ágensre az xin/w

i
n hányadosok konvergálnak ugyanah-

hoz a πTx értékhez m.m., ahol a π véletlen vektorra π = v1·/v1·w. Az xin/w
i
n

hányados az i-dik csúcsban az n-dik lépés utáni koncentrációként is értelmezhető.
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A fenti keretrendszer egy kiterjesztését motiválja egy olyan működésmód,
amelyben az egymással kommunikáló párok kiválasztása egy időben homogén vé-
letlen mintázatot követ, amely nem szükségképpen i.i.d., ld. például [2]. Ilymódon
megengedjük, hogy (An) egy szigorúan stacionárius, ergodikus folyamat legyen.
Ebben az esetben két alternat́ıv kiegésźıtő feltételt fogalmaztunk meg a [4] dolgo-
zatban, itt csak az első, egyszerűbb feltételt ismertetjük.

5.2. Tétel. Tegyük fel, hogy teljesülnek a 4.1. Tétel feltételei, λ1−λ2 > 0, és
a ψ1 szekvenciális primitivitási indexre Eψ1 < ∞ (és ı́gy Eψn < ∞ minden n-re).
Tegyük fel továbbá, hogy az (An) sorozat alulról és felülről korlátos: léteznek olyan
α, β > 0 számok, hogy αn ≥ α > 0, βn ≤ β m.m. Ekkor tetszőleges x ∈ Rp, és
w ∈ Rp+, w ̸= 0 választás mellett a rendszer relat́ıv konszenzusra jut és fennáll a
(21) egyenlőtlenség.

Abban a speciális esetben, amikor An oszlop-sztochasztikus minden n-re, ahogy
ez fennáll a push-sum algoritmus eredeti formájában, maga az Mn szorzatmátrix
is oszlop-sztochasztikus lesz minden n-re. Ebből könnyen következik, hogy λ1 = 0.
AzMn szorzat (14) reprezentációja alapján könnyen megmutatható az is, hogy v1·

skalár többszöröse a 1⊤ vektornak. Ilymódon a következő eredményt kapjuk:

5.3. Tétel. Tegyük fel, hogy teljesülnek az 5.1., ill. 5.2. Tételek feltételei, és
An oszlop-sztochasztikus minden n-re. Ekkor tetszőleges x ∈ Rp kezdeti vektorra
és tetszőleges w ∈ Rp+, w ̸= 0 kezdeti súlyvektorra, minden i = 1, . . . , p-re

lim sup
n

1

n
log

∣∣∣∣ e⊤i Mnx

e⊤i Mnw
− 1⊤x

1⊤w

∣∣∣∣ ≤ λ2 < 0 m.m.

Vegyük észre, a relat́ıv konszenzus által létrejött határérték ebben az esetben de-
terminisztikus, amely a π⊤x alakban is ı́rható, ahol π = 1/1⊤w. A w = 1 válasz-
tás esetén az 5.3. Tétel alapján átlag-konszenzus jön létre a klasszikus értelemben:
minden i ágensre az xin/w

i
n hányadosok konvergálnak az x̄ =

∑p
i=1 x

i
0/p határér-

tékhez m.m., legalább a tételben adott sebességgel.
Megjegyezzük, hogy az 5.1. és 5.2. Tételekben adott felső korlátok élesek: bal-

oldali hibatagok i-ben vett maximumának határértéke pontosan λ1 − λ2, ld. [4],
21. Tétel. Az 5.1. és 5.2. Tételek bizonýıtásainak kiindulópontja az Mn szorzat
(14) alatt adott reprezentációja.

6. Specifikáció: a push-sum algoritmus csomagvesztéssel

A csomagvesztést is megengedő push-sum algoritmus vizsgálatára, ld. [5], az
5.1. Tétel alkalmazható:

6.1. Tétel. Legyen (An) egy csomagvesztést is megengedő push-sum algorit-
mushoz tárśıtott mátrixok i.i.d. sorozata. Tegyük fel, hogy a (G,E) iránýıtott
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kommunikációs gráf erősen összefüggő. Ekkor az (An) sorozat szekvenciálisan
primit́ıv, és λ1 > λ2. Következésképpen, tetszőleges x ∈ Rp kezdeti vektorra és
tetszőleges w ∈ Rp+, w ̸= 0 kezdeti súlyvektorra, minden i = 1, . . . , p-re

lim sup
n

1

n
log

∣∣∣∣ e⊤i Mnx

e⊤i Mnw
− v1·x

v1·w

∣∣∣∣ ≤ −(λ1 − λ2) m.m.

Az (An) sorozat szekvenciális primitivitása a 3.1. Lemma alapján bizonýıtható,
amelynek feltétele a hálózat egy csúcsból történő elárasztásával verifikálható, ld.
[5], a λ1 > λ2 feltétel pedig a 4.1. Tétel alapján bizonýıtható, felhasználva az [5]
dolgozat exponenciális konvergenciasebességre vonatkozó eredményét (Thm 3).

A csomagvesztést is megengedő push-sum algoritmus esetén a relat́ıv konszen-
zus által kapott πTx érték véletlen, ahol π = v1·/v1·w, de bőséges ḱısérleti ta-
pasztalat van arra vonatkozóan, hogy a csomagvesztés (ágensektől független) va-

lósźınűségének a csökkentésével πTx fokozottan koncentrálódik, ld. [5]. Érdekes
további kérdés annak vizsgálata, mi a kapcsolat a λ1 − λ2 spektrális rés, és a
hálózati dinamika paraméterei között.
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GENERALIZED RATIO CONSENSUS –

TIGHT BOUNDS ON CONVERGENCE RATE

Balázs Gerencsér, László Gerencsér

We present a brief summary of recent sharp results of [4] on the convergence of significant

generalizations of the push-sum algorithm or weighted gossip algorithm, developed in [7] and

[2] for the solution of a ratio consensus problem defined over a network. A key feature of our

approach is that we allow a network dynamics to be described by a general strictly stationary,

ergodic, sequentially primitive sequence of non-negative matrices. Implications for the exact

convergence rate of the push-sum algorithm, including scenarios with packet loss, see [5], will be

given.

Keywords: gossip algorithms, ratio consensus, multiplicative ergodic theorems.
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