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УПРАВЛЕНИЕ ПОИСКОМ ОБЪЕКТОВ НАБЛЮДЕНИЯ ИЗ
ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОГО ПУАССОНОВСКОГО
ПОТОКА В МНОГОКАНАЛЬНОЙ ПОИСКОВОЙ СИСТЕМЕ

Рассмотрена задача поиска объектов наблюдения для случая, ко-
гда последовательность их появления удовлетворяет закономерностям
пространственно-временного пуассоновского потока. Ее решение получе-
но без учета ограничений, связанных с существенным превышением ин-
тенсивности поисковых усилий над интенсивностью потока объектов на-
блюдения. В качестве математической модели, используемой для оптими-
зации поиска, рассмотрена система дифференциальных уравнений, опи-
сывающая динамику изменения математического ожидания числа объек-
тов, присутствующих в подобластях области обзора поисковой системы,
но до сих пор не обнаруженных. Определена процедура оптимизации рас-
пределения интенсивностей поисковых усилий в каналах поисковой систе-
мы для динамического и установившегося режимов поиска. Приведены
примеры.
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1. Введение

Одной из важных разновидностей общего класса задач управления изме-
рительными процессами [1, 2] является класс задач управления поиском [3–6].
Рациональное распределение поисковых усилий в поисковой системе (ПС)
обеспечивает сокращение необнаруженных объектов наблюдения (ОН) в зоне
обзора ПС, уменьшение времени поиска, повышение достоверности обнару-
жения ОН и т.д.

Как правило, задача поиска рассматривается исходя из предположения о
том, что в зоне обзора ПС находится один или несколько ОН и их количество
не меняется [3–6]. Такое допущение является достаточно жестким, посколь-
ку для ряда практических задач число ОН является произвольным, а сами
объекты могут появляться последовательно, например в соответствии с за-
кономерностями пространственно-временного случайного потока.
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Исследованию задачи поиска в последнем случае посвящены работы [7–9].
Их общей чертой является допущение о существенном превышении интенсив-
ности поисковых усилий ПС над интенсивностью пуассоновского потока ОН.
Указанное допущение выполняется для ПС в условиях высокого энергетиче-
ского отношения сигнал-шум. Оно позволяет приближенно свести математи-
ческую модель эволюции во времени вероятностных характеристик поиска в
виде бесконечномерной системы дифференциальных уравнений Колмогорова
к математической модели дискретного марковского процесса с двумя состоя-
ниями, описываемой двумерной системой дифференциальных уравнений.

Для ряда практических случаев, когда энергетическое отношение сигнал-
шум оказывается недостаточным, допущение о существенном превышении
интенсивности поисковых усилий ПС над интенсивностью пуассоновского по-
тока ОН может не выполняться. Указанная ситуация, в частности, возникает,
когда при заданной интенсивности потока ОН в области обзора невозможно
обеспечить необходимую интенсивность поисковых усилий. Например, для
задачи активного радиолокационного поиска при фиксированной мощности
зондирующего сигнала это может быть обусловлено большим расстоянием
между областью обзора и приемным пунктом ПС либо малыми значения-
ми эффективных поверхностей рассеивания объектов наблюдения из пото-
ка. Снижение интенсивности поисковых усилий при заданной интенсивности
пуассоновского потока ОН влечет за собой увеличение условной вероятности
пропуска ОН [3] и, как следствие, рост вероятности присутствия в области
обзора не одного, а сразу нескольких необнаруженных ОН, что делает непра-
вомерным применение подходов, рассмотренных в [7–9].

В связи с этим актуальным становится вопрос определения управления
распределением поисковых усилий в многоканальных ПС параллельного ти-
па при интенсивностях пуассоновского потока появления ОН в области об-
зора поисковой системы как сопоставимых с интенсивностью поиска, так и
превышающих ее по величине.

2. Анализ структуры математической модели поиска.
Постановка задачи

Обозначим через X ∈Rn (0 < n ≤ 3) область обзора поисковой системы с
введенной в ней декартовой системой координат {x1, . . . , xn}. Предположим,
что объекты наблюдения появляются в X в соответствии с закономерностями
пространственно-временного пуассоновского потока ϕ [10–13].

Рассмотрим многоканальную ПС, включающую I каналов, каждый из ко-
торых обслуживает свою часть области обзора X, которой соответствует под-
множество Xi, i = 1, I .

Каждый из каналов обслуживает свою часть области обзора X, которой
соответствует подобласть Xi, i = 1, I . При этом будем полагать, чтоX =

⋃

i

Xi,

Xi

⋂

Xj = ∅, i = 1, I , j = 1, I , i 6= j. Тогда любые два потока, определяемые
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из ϕ как

ϕi(t) = ϕ(Xi, t), ϕj(t) = ϕ(Xj , t), i = 1, I, j = 1, I, i 6= j,(2.1)

являются пуассоновскими и независимыми.

Временной пуассоновский поток, соответствующий X, может быть опре-
делен через (2.1) как

ϕ(t) = ϕ(X, t) =
∑

i

ϕ(Xi, t).(2.2)

Обозначим плотность интенсивности пространственно-временного пуас-
соновского потока через ν(x, t), где ν(x, t) — неотрицательная измеримая
на X функция. Тогда меры интенсивностей, или интенсивности ξi(t), времен-
ных пуассоновских потоков ϕi(t) = ϕ(Xi, t), порождаемых пространственно-
временным пуассоновским потоком ϕ в Xi, i = 1, I , могут быть определены
через интеграл по мере Лебега от ν(x, t) [10–13]

ξi(t) =

∫

Xi

ν(x, t)dx, i = 1, I.(2.3)

Для интегрального потока ϕ(t) = ϕ(X, t) соответственно получим

ξ(t) =

∫

X

ν(x, t)dx =
∑

i

∫

Xi

ν(x, t)dx =
∑

i

ξi(t).(2.4)

Здесь dx =
n
∏

q=1
dxq, 0 < n ≤ 3.

В соответствии с (2.3), (2.4) меры интенсивностей, или интенсивности ξi(t),
i = 1, I , ξ(t), являются известными детерминированными функциями, в част-
ности могут быть и константами, и характеризуют временные пуассоновские
потоки ϕi(t), i = 1, I , ϕ(t) как потоки с переменными параметрами [14].

Вероятность появления очередного ОН в подобласти Xi в течение времени
[t, t+∆t] определяется как ξi(t)∆t+ o(∆t) [7–9], где o(∆t) — остаток порядка
малости выше, чем ∆t.

Пусть i-й канал ПС обеспечивает интенсивность поиска λi(t) ≥ 0, t ∈ [0, t̄],
где t̄ — длительность интервала времени поиска. Это означает, что если в Xi

присутствует k ОН, то вероятность того, что в течение времени [t, t+∆t]
хотя бы один из них будет найден, составляет kλi(t)∆t+ o(∆t) [3, 7]. Интен-
сивности поиска λi(t) в подобластях Xi, i = 1, I полагаются неизвестными
детерминированными функциями, подлежащими определению в результате
решения оптимизационной задачи.

Задача поисковой системы применительно к подобласти Xi может быть ин-
терпретирована как задача ее обслуживания при потоке ОН, образующем на-
грузку пуассоновского типа с мерой интенсивности ξi(t). Для описания задач
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этого класса, как правило, используется математический аппарат процессов
размножения и гибели [10–12, 14–17]. В качестве математической модели та-
ких процессов служит система линейных обыкновенных дифференциальных
уравнений Колмогорова относительно вероятностей пребывания процесса в
каждом из возможных состояний, образующая задачу Коши с некоторыми
начальными условиями [14–16]:

Ṗi0 = −ξi(t)Pi0 + λi(t)Pi1,

Ṗik = −(ξi(t) + kλi(t))Pik + ξi(t)Pik−1 + (k + 1)λi(t)Pik+1,

k = 1, 2, . . . , Pi0(0) = 1, Pik(0) = 0, i = 1, I, t ∈ [0, t̄],

(2.5)

где Pi0 — вероятность отсутствия необнаруженных ОН в Xi; Pik — вероят-
ность нахождения в Xi k необнаруженных ОН; функции {λi(t), ξi(t), i = 1, I}
на интервале [0, t̄] полагаются непрерывными и ограниченными.

Задача Коши (2.5) отражает физический смысл задачи поиска, осуществ-
ляемого последовательно во времени по мере появления ОН в области об-
зора X. В силу линейной зависимости коэффициентов при Pik от k реше-
ние (2.5) в соответствии с [15, 17] существует, единственно и обеспечивает
выполнение требования регулярности

∑

k

Pik = 1.

Необходимо отметить, что решение системы (2.5) при t ∈ [0, t̄], в том числе
и при t = t̄, для каждого из k = 1, 2, . . . определяется значениями функций
ξi(t), λi(t), i = 1, I и может быть получено с помощью метода производя-
щей функции [14, 15, 17]. В соответствии с общими закономерностями пуассо-
новских процессов и процессов, ими порождаемых [10–12, 14, 15], при k → ∞
Pik(t) → 0, i = 1, I ∀t ∈ [0, t̄].

Использование математических моделей (2.5) для поиска закона управ-
ления распределением поисковых усилий в ПС является затруднительным в
силу их бесконечной размерности.

Проведем преобразование систем дифференциальных уравнений Колмо-
горова (2.5) (Приложение 1). В результате получим

µ̇ = −λ(t) ◦ µ+ ξ(t), µ(0) = 0, t ∈ [0, t̄],(2.6)

где µ, λ, ξ ∈ RI ; µT = [µ1 . . . µI ]; λ(t)
T = [λ1(t) . . . λI(t)]; ξ(t)

T = [ξ1(t) . . . ξI(t)];
µi =

∑

k kPik — математическое ожидание числа необнаруженных ОН, нахо-
дящихся в Xi, i = 1, I; буква T означает операцию транспонирования; опера-
ция ◦ обозначает произведение Адамара.

Из (2.6) очевидно следует, что µ ≥ 0 ∀t ∈ [0, t̄]. Векторное уравнение (2.6)
описывает математическую модель фиктивной динамической системы [1], ха-
рактеризующей эволюцию во времени математических ожиданий количества
необнаруженных ОН, находящихся в подобластях Xi области обзораX. Урав-
нение (2.6) для каждого значения i = 1, I является одномерной сверткой бес-
конечномерной системы (2.5).
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Определим критерий качества функционирования поисковой системы со-
отношением

Υ = ATµ(t̄) +B

t̄
∫

0

λ(t)Tλ(t)dt → min
λ
,(2.7)

где AT = [a1 . . . aI ]; ai > 0, i = 1, I, B ∈ R1 > 0 — весовые коэффициенты.

Критерий (2.7) предполагает минимизацию в конечный момент наблюде-
ния двух компонент. Первая компонента характеризует взвешенное суммар-
ное математическое ожидание числа необнаруженных ОН, находящихся в
области обзора X, вторая — соответствует аналогу энергетических затрат
ПС на проведение поиска.

Поставим задачу определить такое распределение интенсивностей поис-
ковых усилий λi(t), i = 1, I , t ∈ [0, t̄] в (2.6) между каналами многоканаль-
ной поисковой системы, обслуживающими непересекающиеся подобласти Xi,
i = 1, I области обзора X, которое бы удовлетворяло критерию (2.7).

3. Синтез управления поиском объектов наблюдения
из пространственно-временного пуассоновского потока

в многоканальной поисковой системе

Для синтеза управления поиском объектов наблюдения из простран-
ственно-временного пуассоновского потока ϕ в многоканальной поисковой
системе в соответствии с (2.6), (2.7) составим гамильтониан

H = ψT (−λ ◦ µ+ ξ) +BλTλ,(3.1)

где ψ = ψ(t) ∈ RI — вектор сопряженных переменных.

Из (3.1) получим систему уравнений относительно ψ(t):

ψ̇ = − ∂

∂µ
H = ψ ◦ λ, t ∈ [0, t̄].(3.2)

С учетом (2.7) краевые условия для (3.2) можно представить в виде

ψ(t̄) =
∂

∂µ(t̄)
ATµ(t̄) = A.(3.3)

Из условия минимума гамильтониана по λ получим

∂

∂λ
H = −ψ ◦ µ+ 2Bλ = 0.(3.4)

С учетом (3.4) определим структуру оптимального управления

λ =
1

2B
ψ ◦ µ.(3.5)
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Из (2.6), (3.2), (3.3) очевидно следует, что λ ≥ 0 ∀t ∈ [0, t̄].

Совокупность соотношений (2.6), (3.2), (3.3), (3.5) образует двухточечную
краевую задачу, решение которой является весьма затруднительным. В связи
с этим для определения оптимального управления поиском можно воспользо-
ваться методом последовательных приближений Крылова–Черноусько [1, 18].

Пусть на q-м шаге итерационной процедуры сформирован закон управле-
ния поиском λq.

Метод последовательных приближений предполагает выполнение следую-
щих операций.

1. Проводится решение уравнений (2.6) в прямом времени и формируются
значения вектора переменных µq, соответствующих управлению λq.

2. Проводится решение системы уравнений (3.2) в обратном времени с
конечными условиями (3.3) и определяются значения вектора сопряженных
переменных ψq(t), t ∈ [0, t̄], соответствующих управлению λq и вектору пере-
менных µq.

3. По полученным значениям векторов µq(t), ψq(t) в соответствии с (3.5)
рассчитывается промежуточное значение вектора управлений, соответствую-
щее (q + 1)-му шагу итерационной процедуры

λ̃q+1(t) =
1

2B
ψq(t) ◦ µq(t), t ∈ [0, t̄].(3.6)

4. Исходя из принципа частичного обновления управления [1, 18] по (3.6) с
учетом значений вектора управлений λq, полученного на предыдущем шаге,
проводится расчет его (q + 1)-й итерации

{λq+1(t)} = {λ̃q+1(t)}εq ∪ {λq(t)}1−εq , t ∈ [0, t̄],(3.7)

где εq ∈ (0, 1).

Параметр εq обозначает степень обновления закона управления поис-
ком λq(t), t ∈ [0, t̄]. Он определяется из условия минимума целевой функции
критерия (2.7) на соответствующем шаге итерационной процедуры.

Далее в качестве исходного для (q + 2)-го шага используется управление
λq+1(t), и итерационная процедура 1–4 повторяется.

Отметим, что для начального шага итерационной процедуры (q = 0) на-
чальный закон управления λ0 выбирается из множества допустимых законов
управления, задаваемых структурой (3.5).

Оптимальное управление определяется соотношением

λоп(t) = lim
q→∞

λq(t), t ∈ [0, t̄].(3.8)

На практике, как правило, ограничиваются конечным числом итера-
ций q ≤ Q, где Q — номер шага, после которого вариации целевой функ-
ции критерия (2.7) становятся незначительными. При этом полагают, что
λоп(t) ≃ λQ(t).
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4. Пример синтеза закона управления поиском объектов
наблюдения из пространственно-временного пуассоновского

потока для двухканальной поисковой системы

Пусть

I = 2, AT = [1 1], B = 0,1, t̄ = 1, ξ1 = 2, ξ2 = 1.(4.1)

Здесь и далее переменные представлены в безразмерных единицах. Различ-
ные значения интенсивностей потоков ξ1 и ξ2 в подобластях X1, X2 области
обзора X, соответствующих каналам двухканальной поисковой системы, вы-
браны для иллюстрации влияния их величин на структуру закона управления
поиском.

С учетом (4.1) конкретизируем математические модели (2.5). В результате
получим

Ṗ10 = −2P10 + λ1(t)P11,

Ṗ1k = −(2 + kλ1(t))P1k + 2P1k−1 + (k + 1)λ1(t)P1k+1,

Ṗ20 = −P20 + λ2(t)P21,

Ṗ2k = −(1 + kλ2(t))P2k + P2k−1 + (k + 1)λ2(t)P2k+1,

k = 1, 2, . . . , P10(0) = P20(0) = 1, P1k(0) = P2k(0) = 0, t ∈ [0, 1].

(4.2)

В соответствии с (2.6) из (4.2) следуют уравнения эволюции во времени
математических ожиданий числа необнаруженных ОН в подобластях X1, X2

области обзора X:

µ̇1 = −λ1(t)µ1 + 2, µ1(0) = 0,

µ̇2 = −λ2(t)µ2 + 1, µ2(0) = 0, t ∈ [0, 1].
(4.3)

Конкретизируя критерий качества (2.7), получим

Υ = µ1(t̄) + µ2(t̄) +B

t̄
∫

0

(λ21(t) + λ22(t))dt → min
λ1,λ2

.(4.4)

Гамильтониан в соответствии с (3.1) определяется соотношением

H =ψ1(−λ1µ1 + 2) + ψ2(−λ2µ2 + 1) +B(λ21 + λ22).(4.5)

Из (3.2), (3.3), (4.3), (4.5) следуют уравнения для сопряженных перемен-
ных

ψ̇1 = ψ1λ1, ψ1(t̄) = 1,

ψ̇2 = ψ2λ2, ψ2(t̄) = 1, t ∈ [0, 1].
(4.6)
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Из (3.5) следует структура закона управления поиском

λ1 =
1

2B
ψ1µ1, λ2 =

1

2B
ψ2µ2.(4.7)

При реализации процедуры метода последовательных приближений в ка-
честве начального приближения для подобластей X1 и X2 области обзора
ПС X использовалось равномерное распределение интенсивности поиска на
интервале [0, 1] (прямые 1, 2, рис. 1)

λ01 = λ02 =

{

f = 1, t ∈ [0, 1],

0, t /∈ [0, 1].
(4.8)

На каждом шаге итерационной процедуры в соответствии с п. 4 алгорит-
ма последовательных приближений подбиралось оптимальное значение пара-
метра εq ∈ (0, 1), связанного в соответствии с (3.7) с частичным обновлением
управления.

График зависимости целевой функции Υ(q) критерия (4.4) от номера ите-
рации при f = 1 представлен на рис. 2 (кривая 1).

На этом же рисунке изображены зависимости целевой функции от номера
итерации при других начальных приближениях закона управления поиском,
соответствующих f = 0,75 (кривая 2) и f = 0,5 (кривая 3).

Представленные графики имеют кусочно-линейную структуру и иллю-
стрируют наибольший вклад первого шага итерационной процедуры в умень-
шение значений целевой функции Υ.

Во всех случаях вариации значений Υ становятся несущественными уже
при q > 2. Соответствующие q = Q = 3, f = 1 законы управления поиском
для подобластей X1 − λ1(t) и X2 − λ2(t) области обзора X двухканальной
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ПС представлены на рис. 1 (соответственно кривые 3, 4). Необходимо отме-
тить, что аналогичные законы управления, полученные при f = 0,75, f = 0,5,
практически не отличаются. Из графиков следует, что интенсивность поиско-
вых усилий для подобласти X1 выше, чем для подобласти X2. Это связано с
тем, что в соответствии с (4.1) мера интенсивности ξ1 пуассоновского потока
ϕ1(t) = ϕ(X1, t) больше, чем мера интенсивности ξ2 пуассоновского потока
ϕ2(t) = ϕ(X2, t).

Отметим, что в условиях примера выигрыш от оптимизации закона управ-
ления поиском, определяемый в соответствии с соотношением δ = Υ0−Υоп

Υ0
,

составляет δ ≃ 0,14 (f = 1), δ ≃ 0,19 (f = 0,75), δ ≃ 0,25 (f = 0,5).

5. Оптимизация распределения интенсивностей поисковых усилий
между каналами многоканальной поисковой системы при
установившемся режиме поиска объектов наблюдения из

пространственно-временного пуассоновского потока

При решении ряда практических задач функционирование ПС в процессе
поиска объектов наблюдения из пространственно-временного пуассоновского
потока осуществляется в установившемся режиме. В частности, к ним может
быть отнесена задача поиска и обнаружения космического мусора, поток ча-
стиц которого может рассматриваться как стационарный пуассоновский по-
ток [19].

Пусть плотность интенсивности пространственно-временного пуассонов-
ского потока ϕ не зависит от времени ν(x, t) = ν(x). Тогда для подобла-
стей Xi, i = 1, I области обзора X меры интенсивностей пуассоновских по-
токов ϕi(t) = ϕ(Xi, t), i = 1, I не будут зависеть от времени:

ξi = const, i = 1, I.(5.1)
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Определим для интенсивностей поисковых усилий в каналах ПС следую-
щие ограничения:

λi = const, λi ≥ 0, i = 1, I,(5.2)

‖λ‖1 = Λ,(5.3)

где ‖·‖1 с учетом (5.2) означает l1-норму вектора λ на CI [20].

Тогда математическая модель (2.6) для математического ожидания числа
необнаруженных объектов наблюдения в установившемся режиме (µ̇ = 0) мо-
жет быть представлена в виде

λ ◦ µ = ξ.(5.4)

Определим с учетом ограничения (5.3) критерий качества распределения
поисковых усилий в каналах ПС

Υ = ATµ+ η(‖λ‖1 − Λ) → min
λ
,(5.5)

где η ∈ R1 — неопределенный множитель Лагранжа.

Решение оптимизационной задачи (5.4), (5.5) приводит к следующему ре-
зультату:

λоп = sV,(5.6)

где

s =
Λ

∑

i

√
aiξi

, V T = [
√

a1ξ1 . . .
√

aIξI ].

Проведем сравнение полученного оптимального распределения поисковых
усилий (5.6) в ПС с равномерным законом управления поиском

λравн =
Λ

I
EI ,(5.7)

где (EI)
T = [1 . . . 1] ∈ RI — единичный вектор.

Пусть A = EI . Тогда математическое ожидание числа необнаруженных
ОН, находящихся в области обзора X, для (5.6) составляет

µоп =
∑

i

µопi =

(

∑

i

√
ξi

)2

Λ
,(5.8)

где

µопi =

√
ξi
∑

i

√
ξi

Λ
.
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При равномерном распределении поисковых усилий (5.7) для аналогичной
характеристики соответственно получим

µравн = µравнi =

I
∑

i

ξi

Λ
,(5.9)

где

µравнi =
Iξi
Λ
.

Относительный выигрыш определяется как δ =
µравн−µоп

µравн
или

δ = 1−

(

∑

i

√
ξi

)2

I
∑

i

ξi
.(5.10)

Можно показать (Приложение 2), что при любых ξi > 0, i = 1, I

(

∑

i

√
ξi

)2

I
∑

i

ξi
≤ 1,(5.11)

где знак равенства, очевидно, имеет место при одинаковых значениях интен-
сивностей ξ1 = ξ2 = . . . = ξI .

Тогда, например, при экспоненциальном распределении мер интенсивно-
стей ξi пуассоновских потоков ϕi(t) в Xi, i = 1, I , задаваемом соотношением

ξi = exp
{

− (i−m)2

D

}

, где m = 50, D = 500, I = 100, выигрыш от оптимизации

составляет δ = 0,246.

6. Заключение

Рассмотренный подход к управлению поиском ОН из пространственно-
временного пуассоновского потока в многоканальной поисковой системе не
предполагает использование ограничений о существенном превышении ин-
тенсивности поисковых усилий ПС над интенсивностью пуассоновского пото-
ка объектов наблюдения.

В его основе лежат математические модели эволюции во времени вероят-
ностных характеристик пуассоновских потоков в подобластях области обзора,
обслуживаемых каналами ПС. Каждая из указанных моделей, представляю-
щая из себя бесконечную систему дифференциальных уравнений Колмого-
рова, сведена к скалярному дифференциальному уравнению, описывающему
динамику изменения математического ожидания числа необнаруженных ОН,
находящихся в соответствующей подобласти области обзора.
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Размерность оптимизируемой фиктивной динамической системы равна ко-
личеству каналов ПС. В силу высокой сложности возникающей при оптими-
зации двухточечной краевой задачи определение управления поиском целе-
сообразно проводить с использованием метода последовательных приближе-
ний Крылова–Черноусько с применением принципа частичного обновления
управления.

Задача оптимизации распределения поисковых усилий в многоканальной
ПС существенно упрощается, если поисковая система функционирует в уста-
новившемся режиме. Ее решение сводится к поиску аргумента условного экс-
тремума методом неопределенных множителей Лагранжа.

Приведенные примеры проиллюстрировали выигрыш, получаемый от оп-
тимизации распределения поисковых усилий в многоканальной ПИ при по-
иске ОН из пространственно-временного пуассоновского потока.

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Последовательность преобразования дифференциальных

уравнений Колмогорова (2.5)

Домножим k-е уравнение каждой i-й (i = 1, I) системы (2.5) на k
(k = 1, 2, . . .) и просуммируем их по k. В результате получим

∞
∑

k=1

Ṗikk = λiF + ξiG,(П.1.1)

где
∞
∑

k=1

Ṗikk = µ̇i — скорость изменения математического ожидания числа

необнаруженных ОН, находящихся в Xi, i = 1, I ;

G = −
∞
∑

k=1

Pikk +
∞
∑

k=1

Pik−1k,(П.1.2)

Fi = −
∞
∑

k=1

Pikk
2 +

∞
∑

k=1

Pik+1k
2 +

∞
∑

k=1

Pik+1k.(П.1.3)

Раскрывая суммы в (П.1.2), можно показать, что

G =

∞
∑

k=0

Pik = 1.(П.1.4)

Проводя аналогичную операцию применительно к (П.1.3), получим

Fi = −
∞
∑

k=1

Pikk = −µi.(П.1.5)
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Из (П.1.1), (П.1.4), (П.1.5) следует, что

µ̇i = −λi(t)µi + ξi(t), i = 1, I.(П.1.6)

Описание системы дифференциальных уравнений (П.1.6) соответствует
векторной записи (2.6).

ПРИЛОЖЕНИЕ 2

Обоснование неравенства (5.11)

Из (5.11) следует, что

I

I
∑

i=1

ξi ≥
I

∑

i=1

ξi + 2

I−1
∑

j=1

I
∑

i=j+1

√

ξjξi.(П.2.1)

Или

(I − 1)

I
∑

i=1

ξi ≥ 2

I−1
∑

j=1

I
∑

i=j+1

√

ξjξi.(П.2.2)

Запишем систему неравенств

ξ1 + ξ2 ≥ 2
√

ξ1ξ2,

ξ1 + ξ3 ≥ 2
√

ξ1ξ3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ξI−1 + ξI ≥ 2
√

ξI−1ξI .

(П.2.3)

Суммируя неравенства в (П.2.3), получим (П.2.2) и соответственно (П.2.1).
Соотношение (5.11) справедливо.
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