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Введение

Исследование свойств метаматериалов, искусственно создан-
ных структур, обладающих заданными свойствами, обусловлено 
перспективностью их использования в устройствах для управления 
излучением, а также генерации излучения в широком диапазоне 
частот. В настоящее время активно исследуются различные типы 
метаматериалов, в частности метаматериалы, обладающие гипер-
болическим типом дисперсии [1]. Гиперболические метаматериалы 
(ГММ) характеризуются особым характером поведения поверх-
ностей изочастот в пространстве волновых векторов, имеющим в 
сечении вид гиперболы в отличие от эллипса для обычной среды. 
Часто такие среды называют «неопределенная среда» или «среда 
с неопределенной диэлектрической проницаемостью». Частным 
случаем гиперболической среды является плазма в сильном электро-
магнитном поле [2, 3]. Взаимодействие излучения с такими материа-
лами может приводить к различным особенностям в зависимости от 
размеров составляющих их элементов и типа конструкции ГММ [4]. 
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Существуют несколько способов реализации 
гиперболических сред [5], однако на сегодняш-
ний день наиболее часто используют две модели 
ГММ: многослойную периодическую планарную 
структуру [6] и так называемую «проволочную 
среду», состоящую из большого числа металли-
ческих проводов наноразмерного поперечного 
сечения, периодически упорядоченных в диэлек-
трической матрице [7]. Такие виды конструкции 
ГМ позволяют адаптировать их для работы в ши-
роком диапазоне длин волн посредством подбора 
параметров: типа материала, периода и фактора 
заполнения среды материалом [8]. 

Мы продолжаем исследование предложен-
ной нами ранее [9] новой концепции ГММ, так 
называемый асимметричный гиперболический 
метаматериал (АГММ). АГММ представляет 
собой периодическую многослойную структу-
ру, у которой слои расположены под наклоном 
по отношению к внешним границам образ-
ца. Асимметрия проявляется как различие в 
свойствах прямой и обратной по отношению 
к внешним границам АГММ волн, в то время 
как поперечная компонента волнового вектора 
остается фиксированной. Такая структура явля-
ется уникальной с точки зрения вариативности 
параметров, посредством которой достигается 
управление ее свойствами. В работе [9] изучены 
спектры отражения, пропускания и поглощения 
асимметричной гиперболической среды (АГС) 
на основании чередующихся слоев графена и 
воздуха и показана возможность достижения 
идеального поглощения излучения такой струк-
турой в широком диапазоне длин волн при со-
ответствующем подборе параметров. Затем в 
работе [10] предсказана возможность усиления 
ТГц волны в АГММ, состоящей из листов гра-
фена, для простоты упорядоченных в воздухе, 
на основании флуктуационно-диссипативной 
теоремы. Однако методы, использованные в 
данных исследованиях, позволяют рассчитывать 
дисперсионные характеристики АГММ только 
при фиксированных значениях угла падения из-
лучения на структуру. 

Для данного исследования ГММ адапти-
рован метод матриц Берремана, позволяющий 
исследовать основные характеристики излуче-
ния, распространяющегося в гиперболических 
средах [11], в том числе структур, обладающих 
усилением. Данный метод позволяет учитывать 
анизотропию среды и рассчитывать оптические 
характеристики при произвольном угле падения 
излучения на структуру. В работе проведено ис-

следование спектров пропускания и отражения 
асимметричного гиперболического метаматери-
ала на основании слоев графена, расположенных 
под углом относительно внешних границ объек-
та. Определены условия и параметры структуры, 
при которых достигается максимальное усиление 
излучения в АГММ. 

1. Метод исследования

ГММ является экстремально анизотропной 
одноосной средой, для которой определяется 
тензор диэлектрической (или магнитной) про-
ницаемости, причем продольная и поперечная 
компоненты тензора имеют разные знаки, вслед-
ствие чего контур изочастот в пространстве вол-
новых векторов приобретает гиперболический 
вид [1–4]. Для описания оптических параметров 
гиперболических сред используют диагональные 
компоненты экстремально анизотропного тен-
зора диэлектрической проницаемости. В общем 
случае тензор эффективной диэлектрической 
проницаемости имеет вид

zz

yy
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00
00
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Для гиперболических сред, обладающих 
усилением или поглощением, компоненты тен-
зора диэлектрической проницаемости становятся 
комплексными, вследствие чего контуры по-
верхностей изочастот в пространстве волновых 
векторов замыкаются. На рис. 1 представлены 
поверхности изочастот для двух наиболее часто 
реализуемых типов ГММ проволочной среды 
(рис. 1, а) и многослойной периодической струк-
туры (рис. 1, б). Компоненты тензора приобре-
тают значения диэлектрической проницаемости 
в продольном или поперечном направлении в 
зависимости от геометрии структуры. Для про-
волочной среды тензор диэлектрической прони-
цаемости имеет одну отрицательную компоненту 
(εxx= εyy > 0 и εzz< 0), для многослойной структу-
ры – две отрицательных компоненты (εxx= εyy< 0 
и εzz > 0). 

Гиперболическую среду можно рассматри-
вать как одноосный анизотропный кристалл. 
Для расчета оптических характеристик излу-
чения распространяющегося через слоистые 
анизотропные среды, использован метод матриц 
Берремана [11]. 

При рассмотрении среды с непрерывно ме-
няющимися параметрами уравнения Максвелла 
могут быть записаны в дифференциальной мат-
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ричной форме. Матрица Берремана 4×4 описы-
вает линейное преобразование между четырьмя 
тангенциальными компонентами электрического 
и магнитного полей на входе и выходе оптиче-
ской системы, для которых справедливо следу-
ющее матричное выражение:

c
i

z
.                      (2)

В этом выражении Ψ – это вектор-столбец, со-
держащий в общем случае все тангенциальные 
компоненты электрического и магнитного по-
лей, которые записываются как Ψexp(ikr-iωt), 
ω = cK = 2πc/λ, K = ω/c = 2π/λ, k = (kx,ky,kz). 

В нашем рассмотрении вектор-столбец Ψ 
имеет вид: 
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Матрица ∆ в общем случае определяется с по-
мощью выражений, содержащих компоненты 
тензора диэлектрической проницаемости, углы 
Эйлера и компоненты волнового вектора [11, 12]. 

Для среды толщиной h электромагнитные 
поля падающей, отраженной и прошедшей волн 
связаны соотношением

))(( RIT hP ,                   (4)

Рис. 1. Поверхности изочастот в пространстве волновых векторов для двух наиболее часто реализуе-
мых типов ГММ: а – тензор диэлектрической проницаемости имеет одну отрицательную компоненту 
(εxx= εyy>0 и εzz<0), б – тензор диэлектрической проницаемости имеет две отрицательных компоненты 
(εxx= εyy<0 и εzz>0). Сферы соответствуют обыкновенным волнам, гиперболоиды – необыкновенным 

волнам
Fig. 1. Surfaces of the iso-frequencies in the space of wave vectors for the two most commonly implemented 
types of GMMs: (a) the dielectric tensor has one negative component (εxx= εyy>0 and εzz<0), (b) the dielectric 
constant has two negative components (εxx= εyy<0 and εzz>0). The spheres correspond to ordinary waves, 

hyperboloids – extraordinary waves

        
а/a б/b

где ΨT ,ΨI и ΨR – векторы прошедшей, падающей 
и отраженной волн:

.

(5)
P(h)= exp(iωhΔ/c) представляет собой матрицу 
распространения излучения через слой толщи-
ной h. Матрица P(h) может быть вычислена по-
средством разложения экспоненты в ряд Тейлора 
[11, 12]. В данной работе используется иной 
метод вычисления P(h), основанный на теореме 
Сильвестра [13], который описан в работе [12], 
позволяющий вычислять данную матрицу с по-
мощью формулы 

4

1 )(
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)exp()exp()(

k
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i
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(6)
где λik – собственные значения матрицы ∆, 
I – единичная матрица. Вывод данных формул 
представлен в работе [12].

Выражения для расчета коэффициентов про-
пускания T и отражения R, которые вычисляются 
как отношение потоков энергии в прошедшей и 
отраженной волнах к потоку энергии в падающей 
волне, имеют вид:
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где Tx, Ty, Rx, Ry рассчитываются при заданных 
Ex, Ey по формулам, приведенным в [11]. 

В данной работе приведены результаты для 
АГММ на основании графена для демонстрации 
усиления в ТГц диапазоне частот. Однако следует 
заметить, что описанный метод применим для 
структур различного типа, как планарных, так 
и проволочных сред. Причем, в зависимости от 
использованных в их конструкции материалов, 
АГММ проявляют свои свойства в различных 
частотных диапазонах. 

2. Асимметричный гиперболический 

    метаматериал 

В данной работе рассматривается АГММ, 
содержащий слои графена, периодически упо-
рядоченные в полупроводнике (рис. 2). В каче-
стве полупроводника выбран карбид кремния. 
Однако следует заметить, что в ТГц диапазоне 
частот карбид кремния не вносит вклада в 
усиление излучения. Мы предлагаем комби-
нацию слоев графена и карбида кремния, так 

Рис. 2. Схематическое представление АГММ на основании многослойной 
структуры. Поверхности черного цвета символизируют слои (или плотноу-
пакованные стержни) материала, О – оптическая ось, θ, φ, ψ – углы Эйлера 
(θ – угол между оптической осью и осью z, N – линия узлов, φ – угол между 
осью x и линией узлов), α – угол падения излучения на структуру, серая 

поверхность – плоскость падения, h – общая толщина АГММ
Fig. 2. Schematic view of asymmetrical hyperbolic metamaterial (AHMM). 
Black planes – layers of material, О – optical axis, θ, φ, ψ –Euler angles (θ – 
angle between z-axis and optical axis, N – line of nodes, φ – angle between x-axis 
and line of nodes), α –incidence angle, gray plane – incidence plane, h – fi nite 

thickness in the z direction
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,
как производственный процесс изготовления 
такой структуры более реалистичен, чем при 
использовании иных типов полупроводников 
либо диэлектриков. Карбид кремния является 
распространенным материалом, который ши-
роко используется для электронных приборов 
высокой мощности. Было показано, что графи-
товые слои могут быть выращены на кремние-
вой или углеродной поверхности многослойного 
SiC посредством сублимации атомов Si [14]. 
Качество такого графена может быть достаточ-
но высоким, причем размер кристалла доходит 
до 100 мкм. Существуют несколько способов 
выращивания графена на SiC, хотя справедли-
во будет заметить, что каждый из них требует 
дальнейшего развития [15]. 

Схематическое представление АГММ на 
основании многослойной структуры показано 
на рис. 2. Поверхности черного цвета символи-
зируют слои (или плотноупакованные стержни) 
металла, О – оптическая ось, θ – угол между 
оптической осью и осью z, N – линия узлов, 
φ – угол между осью x и линией узлов, α – угол 
падения излучения на структуру, серая поверх-
ность – плоскость падения, h – общая толщина 
структуры.
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3. Динамические характеристики графена 

    и карбида кремния

Для расчета значений диэлектрической 
проницаемости ГММ использован метод гомо-
генизации, в котором композиционная структура 
рассматривается как некая эффективная среда с 
усредненными параметрами [16]. Данный метод 
применим к структурам с размером элементар-
ной ячейки (периодом) значительно меньше дли-
ны волны излучения, что соответствует условиям 
постановки задачи в данном исследовании [17]. 
В данном случае компоненты тензора диэлектри-
ческой проницаемости принимают вид: 

0

( )( )xx yy h i
d

,          (8)

где εh = εzz = ε|| – диэлектрическая проницаемость 
основного материала матрицы, σ(ω) – поверх-
ностная проводимость графена (формула для 
расчета которой представлена ниже), ω – частота 
падающей электромагнитной волны, d – период 
ассиметричной гиперболической структуры. 
Представленное в данной работе исследование 
включает в себя расчет динамических характе-
ристик графена и карбида кремния. 

Электромагнитные свойства графена опи-
сываются посредством поверхностной прово-
димости σ(ω), которая содержит в себе инфор-
мацию о внутризонных и межзонных процессах 
в графене:

)()()( intint erragr .            (9) 

Для вычисления проводимости графеновых 
слоев используется формула Кубо [18]:
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Первое слагаемое в формуле (10) описывает от-
клик, связанный с внутризонными процессами в 
форме Друде, где τ = μEF / eVF

2 – феноменологи-
ческое время рассеяния электрона и дырки [18], 
e – заряд электрона, ħ – приведенная постоянная 
Планка, kB – постоянная Больцмана, T – темпе-
ратура, μ – температурно-независимая подвиж-
ность носителей, и G выражается по формуле 

.
)/'cosh()/cosh(

)/sinh()',(
TkETkE

TkEEEG
BB

B   (11) 

На рис. 3 представлен график зависимости 
действительной (сплошные линии) и мнимой 
(пунктирные линии) частей динамической про-
водимости графена от частоты для различных 
значений энергии Ферми, рассчитанный по 
формуле (10). Как видно из рисунка, при вы-
бранных значениях энергии Ферми действи-
тельная часть проводимости графена становит-
ся отрицательной на частоте приблизительно 
3 ТГц и достигает минимального значения 
Re(σgr) = −0.16 мСм (мили сименс) на частоте 
f ≈ 5.8 ТГц. Значение энергии Ферми EF = 28 мэВ 
выбрано в соответствии с результатами, представ-
ленными в [19], где проведена оценка значений 
энергии квазиуровня Ферми, при ко торых воз-

Рис. 3. Действительная и мнимая части динамической проводимости 
графена при EF = 28 мэВ, T = 300 K, τ = 10-12с

Fig. 3. Real and imaginary parts of the dynamic conductivity of graphene at 
EF = 28 meV, T= 300 K, τ = 10-12s

Frequency, THz
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можно достичь эффекта усиления (и генерации) 
ТГц волны, посредством расчета зависимости 
действительной части проводимости накаченного 
графена от частоты. Механизм возникновения 
отрицательной проводимости графена описан 
в ряде работ [18–20]. Известно, что условие 
Re[σgr (ω)] < 0 соответствует усилению и условие 
Re[σgr (ω)] > 0 соответствует потерям энергии. 
Следовательно, в рассматриваемом случае усиле-
ние и генерация ТГц волны могут иметь место в 
диапазоне от 3 до ≈13 ТГц для данного значения 
энергии Ферми. 

Известно, что кристаллическая структура 
SiC имеет выраженную политипичность, что 
означает существование ряда различных типов 
кристаллов, отличающихся только одним про-
странственным направлением. Все возможные 
политипы SiC описаны в [21]. Диэлектрическая 
функция, параллельная и перпендикулярная оп-
тической оси, может быть записана в виде

kkTO

kp
kk i22

2

)( .       (12)

Здесь
)( 222

kTOkLOkkp , tpk , ,       (13)
где ωkLO и ωkΤΟ – частоты продольных и по-
перечных оптических фононов, плазменная 
частота ωkP характеризует силу осциллятора и 
γk описывает затухание фононов (ширина линии) 
соответствующей моды. Число εj∞ – это высоко-
частотная диэлектрическая постоянная, связан-
ная с системой валентных электронов, которая 
измеряется в видимой и ближней ИК области 

спектра. В работе [21] представлена таблица, 
содержащая некоторые экспериментальные и те-
оретические значения εj∞, которые используются 
для расчетов в данной работе, но не приводятся 
здесь. Справедливо заметить, что в различных 
источниках имеется некоторое расхождение в 
значениях полученных экспериментально до 
±0.2. Однако наблюдается высокое согласование 
средних значений экспериментальных данных с 
теоретическими данными, представленными в 
[22]. Постоянная затухания γ обратно пропорци-
ональна времени жизни фононов. Для карбида 
кремния высокого качества постоянная затухания 
соответствует 1–3 см-1 [21]. Диэлектрическая 
проницаемость SiC рассчитывается по формуле:

2
)()( tkpk

SiC .            (14)

На рис. 4 представлены графики зависимо-
сти действительной (сплошные линии) и мни-
мой (пунктирные линии) частей эффективной 
диэлектрической проницаемости от частоты 
при различных значениях периода структуры 
d. Данные расчеты проведены для следующих 
условий: EF = 28 мэВ, T = 300 K, τ = 10-12с. 
Структура обладает гиперболическими свой-
ствами, когда Re( )< 0. По знаку мнимой части 
эффективной диэлектрической проницаемости 
Im( ) можно определить, в каких интервалах 
частоты АГММ обладает усилением (Im( ) < 0) 
или поглощением (Im( ) > 0). Как показано на 
рисунке, структура обладает гиперболическими 
и усиливающими свойствами одновременно, 

Рис. 4. Действительная и мнимая части динамической диэлектрической про-
ницаемости карбида кремния. EF = 28 мэВ, T = 300 K, τ = 10-12с, d = 50 нм
Fig. 4. Real and imaginary parts of the dynamic dielectric constant of silicon 

carbide. EF = 28 meV, T = 300 K, τ = 10-12s, d = 50 nm

Frequency, THz
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при всех трех выбранных значениях периода 
структуры, в определенном интервале частот, 
который увеличивается с уменьшением периода. 

4. Результаты и их обсуждение

На основании вышеизложенного метода 
проведен расчет коэффициентов пропускания 
и отражения данной АГММ. Коэффициенты 
пропускания T (сплошные линии) и отражения 
R (пунктирные линии) в зависимости от часто-
ты представлены на рис. 5. Данные результаты 
получены для АГММ с параметрами: h =3 мкм, 
период структуры d = 50 нм, α = π/4, θ =π/3.8, 
φ = π/2. Инверсная заселенность графена может 
быть обеспечена посредством накачки (инжек-
ционной либо лазерной) [19–21].

Видно, что T > 1 и R > 1 в определенных 
диапазонах частот. В частности наблюдаются 
резонансные пики коэффициентов отражения 
и пропускания на частоте ≈4.5722 ТГц, что
сви детельствует о значительном усилении ТМ 
поляризованной волны в ТГц области спектра. 
Резонансы в спектрах отражения и пропускания 
обусловлены внутренней интерференцией. Ши-
рина, высота пиков и частота, соответствующая 
максимуму пика, существенным образом зависят 
от угла наклона оптической оси и периода АГММ, 
а также от угла падения излучения на структуру. 
В ходе работы проводились оценки эффекта 
усиления при различных параметрах структуры. 
Приведенный на рис. 5 результат демонстрирует 
эффект при выбранных оптимальных параметрах.

Рис. 5. Коэффициенты пропускания T (сплошные линии) и отражения R 
(пунктирные линии) в зависимости от частоты при различных значениях 
угла падения α. h =3 мкм, период АГММ d = 50 нм, θ = π/3.8, φ = π/2, ψ = 0
Fig. 5. The transmission T (solid curves) and refl ection R (dashed curves) 
coeffi cients vs the frequency for different values of the angle of incidence α. 

h = 3 μm, period of AHMM d = 50 nm, θ = π/3.8, φ = π/2, ψ = 0

T, R

Frequency, THz

На рис. 6 представлены графики зависимо-
сти T и R от угла падения излучения на структу-
ру на резонансной частоте f = 4.5722 ТГц. Как 
видно на рисунке, при углах падения излучения 
на структуру π/4<α<π/2 значения коэффициента 
пропускания существенно возрастают, что сви-
детельствует об усилении излучения в структуре 
с указанными параметрами. Максимальное зна-
чение коэффициента пропускания наблюдается 
при угле падения α≈π/2. 

Отметим, что значение периода структуры 
d = 50 нм определено как оптимальное для 

АГММ, состоящего из слоев графена и карби-
да кремния при данных значениях остальных 
параметров. Увеличение периода структуры 
влечет за собой рост ширины резонансного 
пика, что происходит вследствие многократного 
отражения внутри структуры. Однако дальней-
шее увеличение значения периода не является 
целесообразным, так как влечет за собой зна-
чительное преобладание карбида кремния над 
графеном в структуре.

 Как мы отметили выше, в ТГц диапазоне 
частот карбид кремния не усиливает излучение, 
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следовательно, увеличение усиления в рас-
сматриваемом типе АГММ происходит за счет 
слоев графена.

Заключение

На основании теоретического исследова-
ния оптических характеристик асимметричного 
гиперболического метаматериала содержащего 
слои графена, показано, что такая структура 
обладает значительным усилением в ТГц диа-
пазоне частот. С помощью численного расчета, 
основанного на методе матриц Берремана 4×4, 
позволяющего учитывать анизотропию среды, 
проведен анализ спектров отражения и про-
пускания асимметричного гиперболического 
метаматериала, на основании которого опре-
делены оптимальные условия для достижения 
максимального усиления в структуре. Расчеты 
проведены с учетом динамических характери-
стик компонентов структуры (графена и карбида 
кремния). 
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Background and Objectives: Metamaterials, which are artificial 
structures with specified properties, keep the interest to nest in-
vestigations and creation of new types of them due to their unusual 
properties. One of the promising variant of the metamaterials is 
hyperbolic metamaterials (HMM) which exhibit the hyperbolic-type 
dispersion in the space of wave-vectors and are described by the 
diagonal extremely anisotropic permittivity tensor. Here we inves-
tigated optical properties of asymmetrical hyperbolic metamaterial 
(AHMM) consisting of periodically arranged layers (or wires) in a host 
media, titled relatively to the outer boundary. The most important 
feature of AHMM is the possibility to excite a very slow wave in 
AHMM by a plane wave, incoming from free space, while a minimal 
reflection may be achieved. We calculated spectral characteristics 
of the AHMM at different values of parameters of the structure. 
Methods: We have used the algorithm for solving of the Maxwell 

equation based on the Berreman 4x4 matrix which is convenient for 
the investigation of the propagation of polarized light in anisotropic 
media. We have adopted this method for the system when active 
atoms or ions are embedded into the medium for the calculations 
of light propagation in AHMM slabs which is infinite in the x and 
y-direction and has a finite-thickness in the z direction. Anisotropy 
of the hyperbolic media slab was taken into account. We use the ef-
fective medium model. Results: The transmittance and reflectance 
were calculated for different orientation of optical axis, angles of 
incidence and THz field frequencies in the AHMM with graphene 
layers. Spectral characteristics of reflection and transmission are 
presented. We have shown that huge resonances in transmittance 
and reflectance observed near 5 THz for different values of the 
incident angles which characterized a huge amplification in the 
AHMM. The effects of changing in the structure parameters have 
been demonstrated. 
Keywords: hyperbolic metamaterials, transmittance, reflectance, 
Berreman matrix, amplification. 
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