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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ПОТЕНЦИАЛОВ ДЕЙСТВИЯ
МАЛЫХ АНСАМБЛЕЙ НЕЙРОНОВ
С ПРИМЕНЕНИЕМ ВЕЙВЛЕТ-АНАЛИЗА
И МЕТОДА НЕЙРОННЫХ СЕТЕЙ

А.Н. Тупицын, А.И. Назимов, А.Н. Павлов

Саратовский государственный университет
E-mail: tupitsin-anatoliy@yandex.ru

Обсуждается возможность решения задачи автоматической
идентификации нейронных спайков во внеклеточных записях
электрического потенциала на основе комбинированного алго-
ритма, предусматривающего применение нейронных сетей и
дискретного вейвлет-преобразования. Иллюстрируется эффек-
тивность комбинированного подхода при анализе эксперимен-
тальных данных.
Ключевые слова: нейронные сети, вейвлет-анализ, сортировка
спайков.

Identification of Action Potentials of Small Neuron Ensembles
Using Wavelet-Analysis and Neural Networks Method

A.N. Tupitsyn, A.I. Nazimov, A.N. Pavlov

A possibility to solve the problem of automatic identification of neu-
ronal spikes in the extracellularly recorded electrical potentials is dis-
cussed that is based on a combined approach assuming application
of neural networks and the discrete wavelet-transform. Efficiency of the
combined approach is illustrated in the analysis of experimental data.
Key words: neural networks, wavelet-analysis, spike sorting.

Введение

Центральная нервная система (ЦНС)

живых организмов непрерывно получает и

обрабатывает сенсорную информацию, по-

ступающую посредством взаимодействия с

внешним миром. Исследование механизмов

кодирования, представления и обработки

данной информации ЦНС представляет со-

бой одну из актуальнейших задач современ-

ного естествознания. Оптические, звуковые,

тактильные и другие стимулы кодируются

соответствующими рецепторами в последо-

вательности электрических импульсов, ко-

торые передаются по нервным волокнам к

«первым» нейронам, областям ЦНС, где осу-

ществляется их первичная обработка. Далее
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поступающая информация проходит еще не-
сколько этапов обработки, прежде чем до-
стигнуть коры головного мозга, где форми-
руются соответствующие сенсорные образы.
С каждым последующим этапом сложность
экспериментальных исследований сущест-
венно усложняется. Хотя молекулярные и
ионные механизмы, лежащие в основе коди-
рования информации, относительно хорошо
изучены [1], менее понятны функциональные
свойства последовательностей спайков как
носителей информации - каким образом со-
вокупность спайков отражает всю сложность
и разнообразие окружающего мира?

Изучение процессов кодирования ин-
формации нейронными сетями в качестве
процедуры предварительной обработки экс-
периментальных данных приводит к необхо-
димости решения проблемы идентификации
сигнала отдельной клетки в коллективной
динамике ансамбля нейронов (или задачи
сортировки спайков) [2-4]. Чтобы зарегист-
рировать электрическую активность не-
скольких нейронов и при этом не повредить
их, традиционно проводятся эксперименты
по внеклеточной записи электрического по-
тенциала. Этот подход позволяет изучать
динамику клеток, которые находятся в малой
окрестности микроэлектрода, причем чем
дальше будет находиться нейрон, тем мень-
ше амплитуда сигнала, который принимается
в точке регистрации.

К настоящему времени предложен ряд
методов автоматической классификации
спайков, включая методы, основанные на
вейвлет-анализе [5-7], который считается
одним из наиболее перспективных подходов
к решению задачи распознавания образов.
Однако следует отметить, что явные пре-
имущества вейвлетных алгоритмов распо-
знавания сигналов далеко не всегда очевид-
ны [8-10], а уменьшение ошибки идентифи-
кации нейронных потенциалов действия при
использовании специальных приемов [11]
достигается за счет существенного увеличе-
ния времени вычислений. В связи с этим
проблема разработки эффективных методов
сортировки спайков по-прежнему остается
весьма актуальной.

В данной работе предлагается комбини-
рованный метод автоматического распозна-
вания нейронных потенциалов действия, ос-
нованный на совместном применении вейв-
лет-анализа и техники искусственных ней-
ронных сетей.

1. Проблемы при решении задачи автоматической
идентификации нейронных потенциалов действия

Традиционно считается, что каждый не-
йрон генерирует спайки одной и той же фор-
мы и амплитуды, а сигналы разных нейронов
имеют хотя бы незначительные различия по
форме. Однако задача идентификации ос-
ложняется из-за присутствия существенного
фонового шума, обусловленного, в частно-
сти, динамикой удаленных клеток. На рис. 1
изображена довольно простая ситуация - на-
блюдаются хорошо отличающиеся сигналы
двух типов, отмеченные стрелками (и их лег-
ко различить по амплитудам). В общем слу-
чае рассмотрение амплитуды как основной
характеристики для идентификации сигналов
разных нейронов оказывается неэффектив-
ным подходом [3]. Это связано с тем, что ам-
плитуда зависит от расстояния между нейро-
ном и микроэлектродом: если микроэлектрод
располагается вблизи клетки, то сигнал, по-
лученный от данного нейрона, будет превос-
ходить сигналы отдаленных клеток и фоно-
вый шум. Если же микроэлектрод будет рас-
положен на одинаковом расстоянии от двух
нейронов, то генерируемые ими сигналы бу-
дут похожими по амплитуде, поэтому их не
удастся разделить выбором порогового уров-
ня [2].

5 мс

Рис. 1. Пример внеклеточной записи электрического по-
тенциала, иллюстрирующий наличие спайков по крайней

мере двух нейронов (обозначены стрелками А и В)
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Основные проблемы при решении зада-
чи автоматической идентификации нейрон-
ных потенциалов действия состоят в сле-
дующем. Во-первых, форма сигналов даже
одного нейрона может варьироваться, и при-
нципиальным моментом является, насколько
эта вариабельность сопоставима с различия-
ми между типичными сигналами двух сосед-
них клеток, а стало быть, можно ли надежно
их распознать? Известно, в частности, что
в режиме «берстинга» в течение короткого
промежутка времени одним нейроном гене-
рируется серия импульсов, амплитуда кото-
рых уменьшается во времени. Во-вторых,
часто происходит перекрытие спектров сиг-
нала и шума, имеющего различную природу,
и присутствие помех искажает формы спай-
ков. Из-за перекрытия частотных диапазонов
затрудняется фильтрация. Отмеченные фак-
торы приводят к появлению ошибок распо-
знавания сигналов. Например, было установ-
лено [2], что при изучении проблемы коди-
рования информации в нейронных сетях экс-
периментатор, решающий задачу сортировки
спайков вручную, может допускать ошибку
классификации до 50% в случае одноканаль-
ной записи и до 10—30% при многоканальной
записи (в зависимости от числа каналов). Та-
кой способ сортировки (путем визуального
анализа форм импульсов) крайне неэффекти-
вен, так как типичная экспериментальная за-
пись может содержать более тысячи импуль-
сов, и это обстоятельство приводит к невоз-
можности тщательного разделения сигналов
по группам. Из-за большого количества дан-
ных, которые подвергаются анализу, визу-
альный просмотр и разделение по группам,
во-первых, займут достаточно большой про-
межуток времени, а во-вторых, беглый про-
смотр данных может привести к противоре-
чивым решениям о принадлежности кон-
кретного импульса той или иной группе. В
свою очередь, это приведет к увеличению
числа неправильно классифицированных сиг-
налов, то есть к повышению ошибки иден-
тификации. Таким образом, возникает необ-
ходимость автоматизации поиска решения
данной задачи.

Проблема автоматической идентифика-
ции нейронных спайков неоднократно обсу-
ждалась в научной печати [2-4]. Можно от-

метить несколько распространённых подхо-
дов, которые наряду с вышеупомянутым ам-
плитудным детектированием включают ана-
лиз главных компонент (АГК) и вейвлет-
анализ.

Анализ главных компонент [2] считает-
ся, возможно, самым эффективным среди
классических методов автоматической иден-
тификации спайков. Он представляет собой
один из методов факторного анализа, глав-
ными задачами которого являются сокраще-
ние числа переменных (например, сокраще-
ние размерности динамических моделей),
распознавание и сжатие образов, фильтрация
от шума и т.д. Идея этого метода состоит в
том, чтобы найти набор ортогональных век-
торов, которые характеризуют наиболее
важные особенности формы сигналов. С точ-
ки зрения вычислительной математики зада-
ча сводится к поиску собственных векторов
(главных компонент) ковариационной мат-
рицы, построенной на основе эксперимен-
тальных данных. Для задачи идентификации,
рассматриваемой в рамках данной работы, в
качестве экспериментальных данных исполь-
зуются все нейронные спайки, отцентриро-
ванные по их максимумам или минимумам.
При этом рассматриваются первые две глав-
ные компоненты (чтобы проанализировать
проекцию на плоскость) или три главные
компоненты (в случае трехмерного пред-
ставления). Так как первые главные компо-
ненты содержат максимальную информацию
об анализируемых данных, такое проекцион-
ное представление можно использовать для
решения задач идентификации сигналов. В
качестве характеристик рассматриваются ве-
совые (масштабные) коэффициенты, которые
определяются как скалярное произведение
анализируемого сигнала и соответствующей
главной компоненты [2]. Недостатком данно-
го метода является высокая чувствитель-
ность к низкочастотным флуктуациям [8].

Сравнительно недавно для решения за-
дачи автоматической идентификации ней-
ронных спайков стал широко применяться
вейвлет-анализ [3, 4]. В основном использо-
валось дискретное преобразование, что объ-
ясняется быстродействием вычислений. В
качестве характеристик для идентификации
спайков в рамках данного подхода исполь-
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зуются коэффициенты разложения по вейв-
летам - солитоноподобным функциям [5-7].
Недостатком метода является проблема по-
иска «нужных» коэффициентов для иденти-
фикации сигналов из большого набора и от-
сутствие четких рекомендаций по их опти-
мальному выбору (выбор из «общих сообра-
жений» [3] часто оказывается неэффективен).
Для устранения данного недостатка могут
применяться комбинированные методы рас-
познавания [9, 10] или специальные приемы
уменьшения ошибки идентификации [11].
Однако более эффективным решением может
служить применение вейвлетов в качестве
инструмента предварительного анализа экс-
периментальных данных с привлечением ис-
кусственных нейронных сетей для более на-
дежного разделения спайков по группам.

2. Применение нейронных сетей совместно с вейвлетами
для решения задачи распознавания спайков

Нейросетевой метод идентификации
сигналов [12-15] имеет свои особенности. В
научной литературе существуют примеры
готовых архитектур нейронных сетей, пред-
назначенных для решения подобного рода
задач. Но вместе с тем необходимо учиты-
вать, что каждая конкретная задача имеет
свои индивидуальные особенности, требую-
щие внесения корректив в метод решения.
Часто при решении сложных практических
задач автономная нейронная сеть не может
предоставить готовые решения. Поэтому в
большинстве случаев нейронные сети интег-
рируют в многоступенчатые системы обра-
ботки данных, где сеть выполняет свою оп-
ределенную роль для получения окончатель-
ного результата. Учитывая то обстоятельст-
во, что необходимо различить похожие по
форме сигналы в присутствии помех, необ-
ходим алгоритм, который, во-первых, прово-
дит идентификацию сигналов с наибольшей
чувствительностью, во-вторых, эффективен
при наличии шума с различной статистикой,
в-третьих, подстраивается под конкретные
экспериментальные данные.

Для решения задачи идентификации
спайков нервных клеток в данной работе
предлагается алгоритм, объединяющий в се-
бе методику вейвлет-анализа и технику ней-

ронных сетей. Вейвлет-анализ позволяет вы-
являть мелкие особенности в форме спайков
и тем самым проводить их сортировку с мак-
симальной чувствительностью, но данное
качество может сыграть отрицательную роль
при наличии существенного фонового шума
в экспериментальных данных [9]. Поэтому
вейвлет-анализ может служить прекрасным
инструментом для поиска характерных осо-
бенностей в формах импульсов (то есть
предварительной обработки) и передачи этой
информации для дальнейшего анализа в ней-
ронную сеть.

На втором этапе, располагая подобной
информацией, будет применяться алгоритм,
способный решать задачу более качественно-
го распознавания образов. Если предполо-
жить, что на вход некоторой многослойной
нейронной сети с прямым распространением
[15] подаются данные, содержащие набор
характерных признаков некоторых образов,
то при наличии обучающей информации
нейронная сеть будет в состоянии провести
сортировку этих данных. Алгоритм обучения
такой сети предполагает наличие обучающей
выборки и эталонных значений, которые
должны быть получены на выходе для этой
выборки (так называемый алгоритм обучения
с «учителем»). Иными словами, примени-
тельно к задаче идентификации спайков для
успешной работы сети необходимо знать не-
зашумленные формы импульсов, присутст-
вующие в экспериментальной записи. А ра-
бота сети будет сводиться к сортировке
спайков по группам.

Архитектура предлагаемого метода по-
казана на рис. 2, а. Можно выделить неско-
лько этапов обработки данных:

1) экспериментальные данные проходят
обработку пороговым методом с целью вы-
явления спайков, которые необходимо рас-
сортировать;

2) полученная последовательность под-
вергается дискретному вейвлет-преобразова-
нию с помощью пирамидального алгоритма,
в результате чего для каждой формы импуль-
са (в проводимых расчетах она содержала 64
точки) получается набор вейвлет-коэффици-
ентов; в качестве «материнского» вейвлета
мы используем вейвлет Добеши;
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3) вейвлет-коэффициенты, характери-
зующие шумовую компоненту сигнала (то
есть соответствующие малым масштабам),
убираются, оставшиеся коэффициенты по-
даются на вход нейронной сети;

4) нейронная сеть с прямым распростра-

нением сигнала, содержащая три слоя, при
получении на вход данных проводит сорти-
ровку спайков по группам и строит картину
классификации в пространстве характери-
стик; в качестве функции активации сети ис-
пользуется логистическая функция.

данные
пороговый

метод

вейвлет-
преобразование

нейронная
сеть

классификация

Рис. 2. Метод, основанный на совместном применении вейвлет-анализа
и техники нейронных сетей: a — структура метода; б — структура много-

слойной нейронной сети с прямым распространением сигнала

В большинстве случаев выбор архитек-
туры нейронной сети для решения конкрет-
ной задачи основывается на опыте разработ-
чика, поэтому предложенный вариант явля-
ется одним из множества возможных конфи-
гураций. Однако необходимо учитывать сле-
дующие обстоятельства. Сеть с прямым рас-
пространением сигнала или многослойный
перцептрон [14] является базовой и хорошо
изученной структурой организации сети
(рис. 2, б). Что касается выбора количества
нейронных слоев и количества элементов в
каждом из них, то он основывается на ди-
лемме стабильности-пластичности [12]. Оче-
видно, что чем более сложной будет органи-
зация сети в плане общего количества эле-
ментов, тем выше будут адаптивные способ-
ности системы. Но следует заметить, что
адаптивность не всегда ведет к устойчиво-
сти. Поэтому структуризация нейронной сети
должна обеспечивать стабильность и гиб-
кость ее работы одновременно.

3. Результаты

3.1. Анализ тестовых данных. Чтобы
проверить эффективность предложенного
метода, в частности, исследовать влияние
статистики фонового шума на качество ре-
шения задачи автоматической идентифика-
ции сигналов с помощью данного алгоритма,
проводилось его тестирование. Из экспери-
ментальных данных (внеклеточные записи
активности малых групп нейронов) выбира-
лись две разные формы импульсов, наименее
зашумленные (каждая из них содержала 64
отсчета). Соответствующие формы импуль-
сов многократно повторялись, в результате
был получен тестовый сигнал, состоящий из
1892 импульсов (по 946 импульсов разного
типа). К полученной последовательности до-
бавлялся цветной шум, полученный путем
полосовой фильтрации нормально-распреде-
ленного случайного процесса. Полученный
зашумленный сигнал анализировался на ос-
нове предложенного алгоритма идентифика-
ции.
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Нейронная сеть включала три слоя, вход-
ной слой содержал 64 элемента (число, рав-
ное размеру входного вектора), второй слой
содержал 32 элемента и выходной слой со-
держал 2 элемента. Сеть необходимо было
обучить таким образом, чтобы при получе-
нии на входной слой вейвлет-коэффициентов
разложения сигнала она осуществляла иден-
тификацию спайка с наименьшей ошибкой и
демонстрировала слабую чувствительность к
влиянию статистики шума. Для этой цели
использовался алгоритм обратного распро-
странения ошибки [12].

В качестве обучающей выборки х, сети
подавались 100 образов в виде вейвлет-коэф-
фициентов, соответствующих форме первого
импульса и 100 образов, соответствующих
форме второго импульса. Соответственно
метод обучения содержал 100 эпох. Задача
сети состояла в том, чтобы получить наибо-
лее качественное разделение групп спайков в
пространстве характеристик, поэтому в каче-
стве эталонных выходных значений у, зада-
вались векторы с набором координат для
первой и второй формы импульса в данном
пространстве. Таким образом, получив на
вход вектор, содержащий вейвлет-коэффи-
циенты образа первого импульса, нейронная
сеть должна ассоциировать его, например, с
вектором координат [0,1; 0,1], а для образа
второго импульса- с вектором [0,5; 0,5]. По-
сле завершения такой процедуры нейронную
сеть можно считать обученной. Для проверки
работоспособности сети на ее вход целесо-
образно подать первоначальную последова-
тельность, содержащую вейвлет-коэффици-
енты незашумленных спайков. Проделав та-
кие вычисления, мы убедились, что метод
позволяет качественно решать задачу иден-
тификации разных форм потенциалов дейст-
вия и, как минимум, не уступает по своим
возможностям стандартным подходам.

3.2. Анализ экспериментальных данных.
При проведении тестовых экспериментов с
искусственно сгенерированными данными
известны незашумленные формы импульсов
и количество групп идентифицируемых сиг-
налов. Поэтому для обучения нейронной се-
ти можно с успехом применять алгоритмы

обучения с «учителем», так как доступна
обучающая выборка и эталонные данные,
которые должны быть определены на выходе
сети. На основе этих данных получается обу-
ченная нейронная сеть, способная решать
задачу классификации импульсов в рамках
конкретного численного эксперимента. Для
реальных нейрофизиологических данных
информация о форме незашумленных сигна-
лов и о количестве разных видов спайков
отсутствует. Главным барьером для исполь-
зования предложенного совместного метода
вейвлет-анализа и нейронных сетей в этом
случае является обучение нейронной сети.

Исходя из вышеизложенных аргумен-
тов, имеет смысл несколько модифицировать
данный метод, рассмотрев следующую по-
следовательность действий:

1) использование порогового метода для
выделения спайков, которые необходимо от-
сортировать;

2) проведение предварительной класси-
фикации методом анализа главных компо-
нент или методом дискретного вейвлет-
преобразования; получение картины класте-
ризации в пространстве характеристик;

3) нахождение областей с повышенной
плотностью точек в полученных кластерах,
получение форм спайков, соответствующих
данным точкам (они будут ближе всего к не-
зашумленным формам сигналов);

4) проведение вейвлет-преобразования
применительно к выделенным импульсам,
получение набора вейвлет-козффициентов;

5) использование полученных вейвлет-
коэффициентов в качестве обучающей вы-
борки для нейронной сети;

6) проведение вейвлет-преобразования
для исходного сигнала, анализ эксперимен-
тальных данных обученной сетью.

Таким образом, в качестве обучающей
выборки для нейронной сети служат спайки,
соответствующие центральной части разных
кластеров, полученных другими методами
автоматической идентификации, такими как
анализ главных компонент или стандартный
вейвлет-анализ. В качестве эталонных значе-
ний на выходе сети используются векторы
координат пространства характеристик.
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Как показывает практика, часто при ис-
пользовании методов автоматического рас-
познавания формы сигнала (АГК или вейв-
лет-анализ) получаемая картина точек на
плоскости характеристик бывает неодно-
значной. Кластеры на плоскости характери-
стик, соответствующие разнородным груп-
пам спайков, могут располагаться близко
друг к другу, перекрываться, в результате
чего точки из одного кластера ошибочно по-
падают в другой (рис. 3). Предложенный ме-

• 1 '

i

Ш

тод совместного использования вейвлет-ана-
лиза и нейронных сетей за счет индивиду-
ального подхода к конкретной задаче позво-
ляет уменьшить ошибку идентификации, то
есть увеличить расстояние между кластерами
на плоскости характеристик (см. рис. 3). Ин-
дивидуальность подхода достигается благо-
даря тому, что обучение нейронной сети
происходит на выборке, содержащей спайки
непосредственно из экспериментальных дан-
ных, представленных для анализа.

Перекрывающиеся кластеры Более качественное разделение
кластеров

а б

Рис. 3. Пример кластеризации методом вейвлет-аналша (а) и предложенным совместным методом (б)

Для того чтобы исследовать эффектив-
ность метода совместного использования
вейвлет-анализа и нейронных сетей в реаль-
ных условиях, был проведен анализ нейро-
физиологических данных предложенным ал-
горитмом. Данные снимались ш vivo при по-
мощи специального микроэлектрода с кры-
сы. Микроэлектрод располагался в головной
части животного в районе тройничного нер-
ва. Для снятия необходимой сенсорной ин-
формации производилось периодическое ме-
ханическое раздражение вибриссы воздуш-
ным потоком с некоторой фиксированной
частотой. При проведении такого экспери-
мента микроэлектрод регистрировал актив-
ность некоторого нейронного ансамбля, то
есть сигналы группы нейронов вблизи мик-
роэлектрода. В результате получалась после-
довательность, содержащая набор разных
форм спайков, которые для дальнейшего ис-
следования генерируемого информационного

кода необходимо рассортировать. Получен-
ные картины кластеризации при использова-
нии предложенного метода представлены на
рис. 4.

Как видно из рис.4, использование стан-
дартного вейвлет-анализа для задачи сорти-
ровки данных приводит к получению нечет-
кой картины кластеризации. Эксперимен-
тальная последовательность содержит три
группы импульсов, но кластеры недостаточ-
но хорошо отделены друг от друга и имеются
общие точки, которые могут быть ошибочно
отнесены не к той группе, к которой они на
самом деле принадлежат. Следуя алгоритму
предложенного метода, из центров получив-
шихся кластеров авторы статьи выбирали по
50 точек, и данная выборка использовалась в
качестве обучающей для нейронной сети.
Произведя алгоритм обучения, на вход сети
подавали ряд вейвлет-коэффициентов перво-
начальной последовательности импульсов.
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Рис. 4. Картина кластеризации при применении совместного метода вейвлет-анализа (а) и нейронных
сетей на реальных экспериментальных данных (б)

Получившиеся картины кластеризации на-
глядно показывают улучшение решения за-
дачи автоматического распознавания сигна-
лов - более четкое разделение кластеров.

Заключение

В данной работе предложен метод иден-
тификации спайков нервных клеток, осно-
ванный на совместном применении вейвлет-
анализа и искусственных нейронных сетей.
На первом шаге данного алгоритма осущест-
вляется выявление мелких особенностей в
формах спайков с использованием вейвлетов,
на втором шаге эта информация передается в
нейронную сеть для дальнейшего анализа и
более качественного распознавания образов.
Продемонстрировано, что данный подход
позволяет эффективнее решать задачу авто-
матической сортировки нейронных спайков
по сравнению с широко используемыми ме-
тодиками (АГК, обычный вейвлет-анализ).

Предложенный метод, предусматрива-
ющий совместное применение вейвлет-ана-
лиза и техники нейронных сетей, является
перспективным способом решения задач ав-
томатического распознавания сигналов. Бо-
лее того, возможности этого метода не огра-
ничиваются только сигналами импульсного
типа - с тем же успехом может решаться за-
дача распознавания самых разных сигналов,
поскольку форма сигнала не играет принци-
пиальной роли с точки зрения методики ана-
лиза.

Авторы выражают искреннюю призна-
тельность В.А. Макарову за многочисленные
дискуссии и предоставленные эксперименталь-
ные данные.
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УДК 621.371

О ЗАКОНАХ СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ И ИМПУЛЬСА
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ В СРЕДЕ
И ПРИ ДИФРАКЦИИ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ
НА ПРОВОДЯЩЕЙ ПЛАСТИНЕ

М.В. Давидович

Саратовский государственный университет
E-mail: DavidovichMV@info sgu.ru

На основе строгого нестационарного подхода получены общие
нестационарные балансные уравнения для плотностей энергии и
импульса системы поле-вещество, основанные на нестационар-
ных определениях этих плотностей с зависимостью от предыс-
тории процесса создания поля, а также определены скорости их
переноса. Конкретное рассмотрение произведено для простей-
шего закона дисперсии, определяемого связанной с проводимо-
стью диссипацией. Для него найдены плотность электромагнит-
ной энергии в плоской монохроматической волне и скорости:
фазовая, групповая, а также скорости переноса энергии и им-
пульса. Показано, что плотность энергии на низких частотах в
этом случае имеет вид электростатической плотности с заменой
диэлектрической проницаемости на ее реальную часть, а ско-
рость энергии в плоской монохроматической волне с указанной
дисперсией равна фазовой скорости. Групповая же скорость
может превышать скорость света. Показана необходимость
использования формы Минковского для плотности импульса и
определена скорость его переноса, которая в рассматриваемом
случае также совпадает с фазовой скоростью. Продемонстриро-
вано выполнение законов сохранения энергии и импульса в
плоской электромагнитной волне в среде и при её дифракции на
проводящей магнитодиэлектрической пластине.
Ключевые слова: тензор энергии-импульса, плотность импуль-
са по Абрагаму и по Минковскому, скорость переноса энергии,
скорость переноса импульса.

On Conservation Lows for Energy and Momentum in Electro-
magnetic Field in Media and Under Plane Wave Diffraction on
Conducting Plate

M.V, Davidovich

The general nonstationary balance equations for energy and momen-
tum densities of field-matter system based on rigorous nonstationary
approach for their definitions with dependence from the field creation

prehistory have been obtained. Also the transport velocities of these
densities have been derived. The concrete examination and detailed
consideration have been performed for simplest dispersion low which
is defined by the conductivity connected with the dissipation. There
are following parameters which have been found for plane monoch-
romatic wave under this low: the energy density, the phase velocity,
the group velocity, and the transport velocities of energy and momen-
tum. It has been shown that the energy density has the static form in
which the dielectric permittivity must be replaced by its real part, and
the energy transport velocity coincides with the phase velocity. The
group velocity in this case may exceed the light velocity in the va-
cuum. It has been also shown that correct form of momentum density
is the Minkowski one, and the momentum transport velocity in this
case also coincides with phase velocity. The energy and momentum
conservation have been shown for plane electromagnetic wave in the
conducting medium and for plane wave diffraction on the conducting
plate.

Key words: energy-momentum tensor, the Abraham and Minkowski
momentum densities, energy transport velocity, momentum transport
velocity.

Введение

В электродинамике сплошных сред до
настоящего времени сохраняется парадок-
сальное состояние, когда вот уже более ста
лет нет однозначности в отношении выбора
правильного определения тензора энергии-
импульса (ТЭИ) [1-13]. Имеются два основ-
ных определения: Минковского [1] и Абра-
гама [2]. Соответственно имеется много пуб-
ликаций как за определение Минковского,
например, [13], и против определения Абра-
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