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Abstract. We consider contact analogues of Gray identities for almost
contact metric manifolds class NC10. It is proved that every NC10-
manifold is a manifold of class CR3. We obtain a local structure NC10-
manifolds class CR1 and CR2.
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1. Введение

В работе рассматриваются NC10-многообразия, определение которых бы-
ло введено в [1]. Данные многообразия обобщают почти контактные метриче-
ские многообразия класса C10 в классификации Чинья и Гонзалеза [2]. C10-
многообразия, в свою очередь, являются естественными обобщениями косим-
плектических многообразий и изучались А. Р. Рустановым в [3], [4]. Интерес
к NC10-многообразиям объясняется еще и тем, что они обобщают класс точ-
нейше косимплектических многообразий, локальная характеризация которых
приведена в [5].

Напомним некоторые сведения необходимые для дальнейшего изложения.
Пусть M — гладкое многообразие, размерности 2n+1, X(M) — C∞-модуль

гладких векторных полей на многообразии M . В дальнейшем, все многообра-
зия, тензорные поля и т. п. объекты предполагаются гладкими класса C∞.

Определение 1 ([5], [6]). Почти контактной структурой на многообразии
называется тройка (η, ξ,Φ) тензорных полей на этом многообразии, где η —
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дифференциальная 1-форма, называемая контактной формой структуры, ξ —
векторное поле, называемое характеристическим, Φ — эндоморфизм модуля
X(M), называемый структурным эндоморфизмом. При этом

1) η(ξ) = 1; 2) η ◦ Φ = 0; 3) Φ(ξ) = 0; 4) Φ2 = −id+ η ⊗ ξ.(1)

Если, кроме того, на M фиксирована риманова структура g = ⟨·, ·⟩ такая,
что

⟨ΦX,ΦY ⟩ = ⟨X,Y ⟩ − η(X)η(Y ), X, Y ∈ X(M),(2)

то четверка (η, ξ,Φ, g = ⟨·, ·⟩) называется почти контактной метрической (ко-
роче, AC-) структурой.

Многообразие, на котором фиксирована почти контактная (метрическая)
структура, называется почти контактным метрическим (короче, AC-) много-
образием.

Кососимметричный тензор Ω(X,Y ) = ⟨X,ΦY ⟩ , X, Y ∈ X(M) называется
фундаментальной формой AC-структуры [5], [6].

Пусть (η, ξ,Φ, g) – почти контактная метрическая структура на многооб-
разии M2n+1. В модуле X(M) внутренним образом определены два взаимно
дополнительных проектора m = η ⊗ ξ и l = id − m = −Φ2 [5], [6]; таким об-
разом, X(M) = L ⊕ M , где L = Im(Φ) = kerη – так называемое контактное
распределение, dimL = 2n, M = Imm = ker(Φ) = L(ξ) – линейная оболочка
характеристического вектора (причем l и m являются проекторами на подмо-
дули L,M соответственно).

Очевидно, распределения L и M инвариантны относительно Φ и взаимно
ортогональны. Очевидно также, что Φ̃2 = −id,

⟨
Φ̃X, Φ̃Y

⟩
= ⟨X,Y ⟩, X,Y ∈

X(M), где Φ̃ = Φ|L. Следовательно, {Φ̃p, gp|L} – эрмитова структура на про-
странстве Lp.

Комплексификация X(M)C модуля X(M) распадается в прямую сумму
X(M)C = D

√
−1

Φ ⊕ D−
√
−1

Φ ⊕ D0
Φ собственных подпространств структурного

эндоморфизма Φ, отвечающих собственным значениям
√
−1, −

√
−1 и 0 со-

ответственно. Причем проекторами на слагаемые этой прямой суммы будут,
соответственно, эндоморфизмы [6] π = σ ◦ l = −1

2 (Φ
2 +

√
−1Φ), π̄ = σ̄ ◦ l =

− 1
2 (−Φ2 +

√
−1Φ), m = id+Φ2, где σ = 1

2 (id−
√
−1Φ), σ̄ = 1

2 (id+
√
−1Φ).

Отображения σp : Lp → D
√
−1

Φ и σ̄p : Lp → D−
√
−1

Φ являются соответствен-
но изоморфизмом и антиизоморфизмом эрмитовых пространств. Поэтому к
каждой точке p ∈ M2n+1 можно присоединить семейство реперов простран-
ства Tp(M)C вида (p, ϵ0, ϵ1, . . . , ϵn, ϵ1̂, . . . , ϵn̂), где ϵa =

√
2σp(ea), ϵâ =

√
2σ̄p(ea);

ϵ0 = ξp где {ea} – ортонормированный базис эрмитова пространства Lp. Та-
кой репер называется А-репером [6]. Легко видеть, что матрицы компонент
тензоров Φp и gp в А-репере имеют вид:

(3) (Φj
i ) =

 0 0 0
0

√
−1In 0

0 0 −
√
−1In

 , (gij) =

 1 0 0
0 0 In
0 In 0

 ,

где In — единичная матрица порядка n. Хорошо известно [5], [6], что совокуп-
ность таких реперов определяет G-структуру на M со структурной группой
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{1}×U(n), представленной матрицами вида

 1 0 0
0 A 0
0 0 A

, где A ∈ U(n). Эта

G-структура называется присоединенной [5], [6].

2. NC10-многообразия

Определение 2 ([1]). AC-структура, характеризуемая тождеством

∇X(Φ)Y +∇Y (Φ)X = ξ∇X(η)ΦY + ξ∇Y (η)ΦX +

+η(X)∇ΦY + η(Y )∇ΦXξ;X,Y ∈ X(M).(4)

называется NC10-структурой. AC-многообразие, снабженное NC10-
структурой называется NC10-многообразием.

Полная группа структурных уравнений NC10-структуры на пространстве
присоединенной G-структуры имеет вид [1]:

1) dω = Fabω
a ∧ ωb + F abωa ∧ ωb;

2) dωa = −θab ∧ ωb + Cabcωb ∧ ωc + F abωb ∧ ω;

3) dωa = θba ∧ ωb + Cabcω
b ∧ ωc + Fabω

b ∧ ω;(5)
4) dθab + θac ∧ θcb = (Aad

bc − 2CadhChbc − F adFbc)ω
c ∧ ωd,

где

Cabc =
√
−1
2 Φa

b̂,ĉ
; Cabc = −

√
−1
2 Φâ

b,c; C [abc] = Cabc;

C[abc] = Cabc; Cabc = Cabc; F ab =
√
−1Φ0

â,b̂
; Fab = −

√
−1Φ0

a,b;

F ab + F ba = 0; Fab + Fba = 0; F ab = Fab;(6)

Aad
[bc] = A

[ad]
bc = 0; FadC

dbc = F adCdbc = 0.

Кроме того, имеют место следующие равенства:

1) dFab − Fcbθ
c
a − Facθ

c
b = 0;

2) dF ab + F cbθac + F acθbc = 0;

3) dCabc − Cdbcθ
d
a − Cadcθ

d
b − Cabdθ

d
c = Cabcdω

d;(7)
4) dCabc + Cdbcθad + Cadcθbd + Cabdθdc = Cabcdωd,

где

Ca[bcd] = Fa[bFcd], C
a[bcd] = F a[bF cd].(8)

Дифференцируя внешним образом вторую группу структурных уравнений
(54), получим

dAad
bc +Ahd

bc θ
a
h +Aah

bc θ
d
h −Aad

hcθ
h
b −Aad

bhθ
h
c = Aad

bchω
h +Aadh

bc ωh,(9)

где

Aad
b[ch] = A

a[dh]
bc = 0, Aad

b[cCgf ]d = 2CadhChb[cCgf ]d, A
a[d
bc Cgf ]c = 2Cah[dChbcC

gf ]c,

Aad
b[cF|d|g] = F adFb[cF|d|g], A

a[d
bc F |c|g] = F a[dFbcF

|c|g].(10)
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Назовем тождество F adCdbc = 0 первым фундаментальным тождеством
NC10-структуры; тождество Aad

b[cCgf ]d = 2CadhChb[cCgf ]d вторым фундамен-
тальным тождеством; тождество Aad

b[cF|d|g] = F adFb[cF|d|g] третьим фундамен-
тальным тождеством.

Следуя [5] тензор C = {Ci
jk}; Ca

b̂ĉ = Cabc; C â
bc = Cabc; все прочие ком-

поненты нулевые, назовем первым структурным тензором NC10-структуры.
Тензор F = {F i

j}; F a
b̂ = F ab; F â

b = Fab; все прочие компоненты нулевые,
назовем вторым структурным тензоромNC10-структуры.

Предложение 1 ([5]). Структурные тензоры NC10-структуры обладают
следующими свойствами:

1) Φ ◦ C(X,Y ) = −C(ΦX,Y ) = −C(X,ΦY );

2) ⟨⟨C(X,Y ), Z⟩⟩+ ¯⟨⟨Y,C(X,Z)⟩⟩ = 0;

3) Φ ◦ F = −F ◦ Φ;
4) ⟨F (X), Y ⟩ = −⟨X,F (Y )⟩ ;
5) η ◦ F = 0;

6) F (ξ) = 0;∀X,Y, Z ∈ X(M).

Предложение 2 ([1]). . NC10-структура является: 1) точнейше косимплек-
тической тогда и только тогда, когда второй структурный тензор равен ну-
лю, т.е. F = 0; 2) структурой класса C10 тогда и только тогда, когда первый
структурный тензор равен нулю, т.е. Cabc = Cabc = 0; 3) косимплектической
структурой тогда и только тогда, когда Cabc = Cabc = 0, F ab = Fab = 0.

Предложение 3. Существенные ненулевые компоненты тензора Римана-
Кристоффеля на пространстве присоединенной G-структуры имеют вид [1]:

1) Rb
00a = FacF

cb; 2)Ra
bcd̂

= Aad
bc − CadhChbc;

3) Ra
b̂cd

= 2CabhChcd; 4)Râ
bcd = Cacdb − FabFcd.(11)

3. Контактные аналоги тождеств кривизны Грея

Наиболее интересные свойства проявляются, если почти контактную метри-
ческую структуру многообразия дополнить некоторыми условиями. Рассмот-
рим контактные аналоги тожеств Грея на тензор римановой кривизны. Тако-
выми являются следующие тождества [7]:

CR1 : ⟨R(ΦX,ΦY )ΦZ,ΦW ⟩ =
⟨
R(Φ2X,Φ2Y )ΦZ,ΦW

⟩
;

CR2 : ⟨R(ΦX,ΦY )ΦZ,ΦW ⟩ =
⟨
R(Φ2X,Φ2Y )ΦZ,ΦW

⟩
+

+
⟨
R(Φ2X,ΦY )Φ2Z,ΦW

⟩
+
⟨
R(Φ2X,ΦY )ΦZ,Φ2W

⟩
;(12)

CR3 : ⟨R(ΦX,ΦY )ΦZ,ΦW ⟩ =
⟨
R(Φ2X,Φ2Y )Φ2Z,Φ2W

⟩
.

На пространстве присоединенной G-структуры тождества CR1 −CR3 экви-
валентны следующим равенствам [7]:

CR1 ⇔ Râbcd = Rabcd = Râb̂cd = 0;

CR2 ⇔ Râbcd = Rabcd = 0;(13)
CR3 ⇔ Râbcd = 0.
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Замечание. Согласно формулам (13) очевидны включения CR1 ⊂ CR2 ⊂
CR3.

Определение 3. NC10-многообразия, тензор Римана — Кристоффеля ко-
торых удовлетворяет тождеству CRi(i = 1, 2, 3), называются NC10-
многообразиями класса CRi(i = 1, 2, 3).

Теорема 1. NC10-многообразие является многообразием класса CR3.

Доказательство. Пусть S = (Φ, ξ, η, g) – NC10-структура. Согласно тожде-
ствам (11) для неё верно Râbcd = 0. Это означает, что S – структура класса
CR3. �

Теорема 2. Пусть S = (Φ, ξ, η, g) – NC10-структура. S – структура класса
CR2 тогда и только тогда, когда второй структурный тензор тождествен-
но равен нулю.

Доказательство. Пусть S = (Φ, ξ, η, g) – NC10-структура.Тогда согласно (13)
S – структура класса CR2 тогда и только тогда, когда Râbcd = Rabcd = 0,
т.е. с учетом (11) Cacdb = FabFcd. Полученное равенство свернем с объектом
F bh, тогда получим CacdbF

bh = FabFcdF
bh. Поскольку для NC10 – структуры

имеет место тождество [1] CacdbF
bh = 0, то FabFcdF

bh = 0. Свернем полученное
равенство по индексам a и h, тогда получим FcdFabF

ab = 0, т.е. FcdΣa,b|Fab|2 =
0. Отсюда следует, что Fab = 0, т.е. второй структурный тензор равен нулю.

Обратно, пусть второй структурный тензор NC10-структуры равен нулю,
т.е. Fab = 0. Тогда с учетом тождества Ca[bcd] = Fa[bFcd] и свойств первого
структурного тензора имеем, что Cabcd = 0, т.е. Râbcd = 0. Таким образом,
NC10-структура S является структурой класса CR2. �

Следствие 1. Пусть S = (Φ, ξ, η, g) – NC10-структура. Тогда S – струк-
тура класса CR2 тогда и только тогда, когда первый структурный тензор
параллелен в первой канонической связности.

Следствие 2. Пусть S = (Φ, ξ, η, g) – NC10-структура. Тогда S – структу-
ра класса CR2 тогда и только тогда, когда структура является точнейше
косимплектической.

Теорема 3. NC10 – многообразие является многообразием класса CR2 тогда
и только тогда, когда оно локально эквивалентно произведению приближенно
келерова многообразия на вещественную прямую. Если многообразие односвяз-
но, то указанные локальные эквивалентности можно выбрать глобальными.

Доказательство. Доказательство непосредственно следует из следствия 2 к
теореме 2 и следствия к теореме 3.1 [5]. �

Теорема 4. NC10 – многообразие является многообразием класса CR1 тогда
и только тогда, когда структурные тензоры нулевые, т.е. когда оно являет-
ся косимплектическим.

Доказательство. Рассмотрим условия, при которых компоненты тензора
Римана-Кристоффеля вида Râb̂cd равны нулю, т.е. Râb̂cd = 0. С учётом ра-
венств (11) получаем, что это имеет место в том и только том случае, когда
CabhChcd = 0. Свернём это тождество по парам индексов a и c, b и d. Полу-
чим CabcCcba = 0. Так как Cabc и Ccba кососимметричны, то с учётом операции
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поднятия и опускания индексов получим, что Σa,b,c|Cabc|2 = 0. Отсюда следует,
что Cabc = 0, т.е. первый структурный тензор нулевой. И наоборот, равенство
первого структурного тензора влечет равенство нулю компоненты Râb̂cd. Как
было доказано выше равенство Râbcd = 0 равносильно равенству нулю второго
структурного тензора. �

Таким образом, NC10-многообразие является многообразием класса CR1 то-
гда и только тогда, когда структурные тензоры нулевые. Согласно предложе-
нию 1.2 NC10-многообразие класса CR1 является косимплектическим много-
образием.

Поскольку косимплектическое многообразие локально эквивалентно произ-
ведению келерова многообразия на вещественную прямую [5], предыдущую
теорему можно сформулировать следующим образом.

Теорема 5. NC10-многообразие является многообразием класса CR1 тогда и
только тогда, когда структурные тензоры нулевые, т.е. когда оно локально
эквивалентно произведению келерова многообразия на вещественную прямую.
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