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Let X be a topological space, Y be a second countable topological space, Z be a strongly
σ-metrizable space and f : X × Y → Z be a separately continuous mapping. It is proved that
the set of points x of X, for which the projection prY (D(f)∩ ({x}×Y )) is nowhere dense in Y ,
is a residual subset of X.

В. К. Маслюченко, О. И. Филипчук. Про ослабленное свойство Гана для сильно σ-мет-
ризируемых пространств // Мат. Студiї. – 2015. – Т.43, №2. – C.156–159.

Доказано, что для топологических пространств X, Y , сильно σ-метризируемого про-
странства Z и раздельно непрерывного отображения f : X × Y → Z множество точек x
из X, для которых проекция prY (D(f) ∩ ({x} × Y )) нигде не плотна в Y , является оста-
точным множеством в X, если Y удовлетворяет второй аксиоме счетности.

1. Вступ. Кажуть, що вiдображення f : X × Y → Z добутку топологiчних просторiв
X i Y у топологiчний простiр Z має властивiсть Гана ([1]), якщо множина

CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(f)}
є залишковою в X. Тут символом C(f) позначено множину точок сукупної неперерв-
ностi вiдображення f . Вiдомо ([2]), що для довiльного топологiчного простору X i ме-
тризовного простору Z кожне нарiзно неперервне вiдображення f : X × Y → Z має
властивiсть Гана, якщо простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi.

Топологiчний простiр Z називається сильно σ-метризовним, якщо Z =
⋃∞

n=1 Zn, де
(Zn)

∞
n=1 — зростаюча послiдовнiсть замкнених метризовних пiдпросторiв Z така, що для

кожної збiжної в Z послiдовностi точок zk iснує номер m такий, що {zk : k ∈ N} ⊆ Zm.
Така послiдовнiсть просторiв Zn називається вичерпанням σ-метризовного простору Z.
Багато результатiв про сукупну неперервнiсть нарiзно неперервних вiдображень та їх
аналогiв зi значеннями в метризовних просторах були перенесенi у працях [3–5] на той
випадок, коли простiр значень сильно σ-метризовний (детальнiше див. [6] i вказану там
лiтературу). Але щодо властивостi Гана був встановлений лише такий результат [4]:
для топологiчного простору X, метризовного компакту Y i сильно σ-метризовного
простору Z кожне нарiзно неперервне вiдображення f : X × Y → Z має властивiсть
Гана (насправдi, в [4, 5] були доведенi сильнiшi твердження для K̃C- та KhC-функцiй).
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Питання, чи справедливе таке ж твердження в тому випадку, коли Y задовольняє другу
аксiому злiченностi, залишається поки що невiдомим.

В цiй статтi ми вводимо ослаблену властивiсть Гана для вiдображення f : X×Y → Z,
яка полягає в тому, що множина

C̃Y (f) = {x ∈ X : prY (D(f) ∩ ({x} × Y )) нiде не щiльна в Y }
є залишковою в X (тут prY : X × Y → Y — проекцiя на Y i D(f) = (X × Y ) \ C(f)
— множина точок розриву вiдображення f). Ми доводимо, що для топологiчного про-
стору X, сильно σ-метризовного простору Z кожне нарiзно неперервне вiдображення
f : X × Y → Z має ослаблену властивiсть Гана, якщо простiр Y задовольняє другу
аксiому злiченностi.

Попередню версiю отриманого тут результату анонсовано в [7].

2. Допомiжнi твердження. Нам знадобляться два твердження з [8] та [3] вiдповiдно,
якi нескладно доводяться.

Лема 1. Нехай X — топологiчний простiр, (Fn)
∞
n=1 — послiдовнiсть замкнених пiдмно-

жин Fn простору X, X =
⋃∞

n=1 Fn i Gn = intFn для кожного n. Тодi вiдкрита множина
G =

⋃∞
n=1Gn є залишковою в X.

Лема 2. Нехай Y — топологiчний простiр з першою аксiомою злiченностi, Z — сильно
σ-метризовний простiр з вичерпанням (Zn)

∞
n=1 i g : Y → Z — неперервне вiдображення.

Тодi для будь-якого y ∈ Y iснують окiл V точки y в Y i номер n, такi, що g(V ) ⊆ Zn.

3. Застосування другої аксiоми злiченностi. Приступимо до вивчення множи-
ни C(f) нарiзно неперервних вiдображень f : X × Y → Z зi значеннями в сильно
σ-метризовних просторах, коли простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi.

Для вiдображення f : X × Y → Z функцiї fx : Y → Z i fy : X → Z визначаються за
правилом

fx(y) := f(x, y) =: fy(x) для довiльних x ∈ X та y ∈ Y .

Лема 3. Нехай X, Y , Z — топологiчнi простори, f : X × Y → Z — вiдображення,
яке неперервне вiдносно першої змiнної, B ⊆ Y i C — замкнена пiдмножина Z. Тодi
множина A = {x ∈ X : fx(B) ⊆ C} замкнена в X.

Доведення. Неважко переконатися в тому, що A =
⋂

y∈B f
−1
y (C). Справдi, якщо x ∈ A

i y ∈ B, то fy(x) = fx(y) ∈ C, отже, x ∈ f−1y (C), а тому, x ∈
⋂

y∈B f
−1
y (C). Навпаки,

якщо x ∈
⋂

y∈B f
−1
y (C), то x ∈ f−1y (C) для кожного y ∈ B, а тому, fx(y) = fy(x) ∈ C для

кожного y ∈ B. Отже, fx(B) ⊆ C, тобто x ∈ A.
З неперервностi вiдображень fy : X → Z випливає, що множини f−1y (C) є замкнени-

ми в X, а тому, замкненим є i їхнiй перетин A.

Теорема 1. Нехай X — топологiчний простiр, Y — топологiчний простiр з другою аксi-
омою злiченностi, H = {Hn : n ∈ N} — база простору Y , Z — сильно σ-метризовний
простiр i f : X × Y → Z — нарiзно неперервне вiдображення. Тодi iснує послiдов-
нiсть множин En у просторi X, така, що множина E =

⋃∞
n=1En є залишковою в X

i En ×Hn ⊆ C(f) для довiльного номера n.

Доведення. Нехай {Zm : m ∈ N} — вичерпання сильно σ-метризовного простору Z.
Розглянемо множини Fn,m = {x ∈ X : fx(Hn) ⊆ Zm}. Оскiльки множини Zm замкненi
в Z, то за лемою 3 множини Fn,m є замкненими в X.
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Легко зрозумiти, що
⋃∞

n,m=1 Fn,m = X. Справдi, нехай x ∈ X. Вiдображення fx :
Y → Z неперервне i простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi, бо для кожного
y ∈ Y система Hy = {H ∈ H : y ∈ H} утворює не бiльш, нiж злiченну базу околiв точки
y в просторi Y . Тому, за лемою 2 для кожної точки y ∈ Y iснують її окiл Vy у просторi
Y i номер my, такi, що fx(Vy) ⊆ Zmy . Якщо Y 6= ∅, то, для елемента y ∈ Y i базисної
множини Hn такої, що y ∈ Hn ⊆ Vy, ми отримаємо, що fx(Hn) ⊆ Zm, де m = my. Отже,
x ∈ Fn,m. Якщо ж Y = ∅, то fx(Hn) ⊆ Zm для довiльних n i m.

Нехай Gn,m = intFn,m. З леми 1 негайно випливає, що вiдкрита множина G =⋃∞
n,m=1Gn,m є залишковою в X. Розглянемо звуження fn,m = f |Gn,m×Hn . Оскiльки

Gn,m ⊆ Fn,m, то для кожного x ∈ Gn,m маємо, що fx(Hn) ⊆ Zm, отже, f(Gn,m ×Hn) =⋃
x∈Gn,m

fx(Hn) ⊆ Zm. Таким чином, fn,m : Gn,m × Hn → Zm — нарiзно неперервне вiд-
ображення зi значеннями у метризовному просторi Zm. При цьому з вiдкритостi мно-
жин Gn,m i Hn випливає, що C(fn,m) = C(f) ∩ (Gn,m × Hn). Оскiльки пiдпростiр Hn,
як i весь простiр Y , задовольняє другу аксiому злiченностi, то за наслiдком з теоре-
ми Калбрi-Троаллiка ([2]) вiдображення fn,m має властивiсть Гана, тобто, множина
En,m = CHn(fn,m) є залишковою в Gn,m. Крiм цього, En,m × Hn ⊆ C(fn,m) ⊆ C(f) для
довiльних номерiв n i m. Покладемо En =

⋃∞
m=1En,m. Тодi i En×Hn =

⋃∞
m=1(En,m×Hn)

⊆ C(f) для кожного n. Для множини E =
⋃∞

n=1En маємо

X \ E = (X \G) ∪ (G \ E) ⊆ (X \G) ∪
∞⋃

n,m=1

(Gn,m \ En,m).

Множина X \G першої категорiї в X, а множини Gn,m \En,m — першої категорiї в Gn,m,
а значить, i в X. Тому, X \E — множина першої категорiї в X, а отже, E — залишкова
множина в X.

4. Основний результат. Перейдемо до основного результату статтi.

Теорема 2. Нехай X — топологiчний простiр, Y — топологiчний простiр, що задоволь-
няє другу аксiому злiченностi, Z — сильно σ-метризовний простiр i f : X × Y → Z —
нарiзно неперервне вiдображення. Тодi f має ослаблену властивiсть Гана.

Доведення. Припустимо, що Y 6= ∅. Нехай H = {Hn : n ∈ N} — база простору Y , що
складається з непорожнiх множин. Для кожного n ∈ N розглянемо систему
Hn = {H ∈ H : H ⊆ Hn}. Зрозумiло, що Hn — база пiдпростору Hn простору Y . Оскiль-
ки H не бiльш, нiж злiченна, то такою ж є Hn, адже Hn ⊆ H. Тому, Hn = {Hn,j : j ∈ N}.

Для кожного номера n розглянемо звуження fn = f |X×Hn . Оскiльки множинаHn вiд-
крита, то fn : X×Hn → Z — нарiзно неперервне вiдображення i C(fn) = C(f)∩(X×Hn).
За теоремою 1 для кожного n iснує така послiдовнiсть множин En,j в X, що множина
En =

⋃∞
j=1En,j залишкова в X i En,j × Hn,j ⊆ C(fn) ⊆ C(f) для кожного j. Пере-

тин E =
⋂∞

n=1En теж є залишковою в множиною в X. Для доведення теореми досить
встановити, що E ⊆ C̃Y (f).

Нехай x0 ∈ E i Bx0 = D(f) ∩ ({x0} × Y ). Потрiбно довести, що проекцiя prY (Bx0)
нiде не щiльна в Y . Для цього розглянемо довiльну вiдкриту непорожню множину V
у просторi Y . Зрозумiло, що iснує такий номер n0, що Hn0 ⊆ V , а також, що x0 ∈ En0 .
Тому, iснує такий iндекс j0, що x0 ∈ En0,j0 . Звiдки, для непорожньої вiдкритої в Y
множини V0 = Hn0,j0 матимемо, що {x0}×V0 ⊆ En0,j0 ×Hn0,j0 ⊆ C(f) i V0 ⊆ Hn0 ⊆ V.

Тому, {x0} × V0 ⊆ C(f), а, отже, ({x0} × V0) ∩D(f) = ∅. Звiдси,
({x0} × V0) ∩Bx0 = ({x0} × V0) ∩ ({x0} × Y ) ∩D(f) = ({x0} × V0) ∩D(f) = ∅.
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Тому, V0 ∩ prY (Bx0) = prY ({x0} × V0) ∩ prY (Bx0) = prY (({x0} × V0) ∩ (Bx0)) = ∅. При
цьому V0 ⊆ V , отже, ми з’ясували, що множина prY (Bx0) нiде не щiльна в Y .

При Y = ∅ твердження теореми тривiальне.

5. Подяка. Зауважимо, що коли б ми хотiли в доведеннi теореми 1, щоб образи побу-
дованих множин при вiдображеннi f мiстилися в деякому дограничному метризовному
просторi Zm, то нам потрiбно було б оперувати з подвiйною послiдовнiстю En,m, як
це було у початковому формулюваннi теореми 1. Автори вдячнi Рецензенту за про-
позицiю розглянути множини En =

⋃∞
m=1En,m, для яких En × Hn ⊆ C(f), бо тiльки

це включення i використовувалося надалi. Це дозволило спростити наш початковий
виклад.
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