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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ

ÌÎÄÅËßÕ ÑÎÁÎËÅÂÑÊÎÃÎ ÒÈÏÀ ÂÛÑÎÊÎÃÎ

ÏÎÐßÄÊÀ Ñ (A, p)-ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌÈ

Î.Í. Öûïëåíêîâà

Â ðàáîòå èññëåäîâàíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ íåïîëíîãî óðàâíåíèÿ

ñîáîëåâñêîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà. Äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-

íîñòè ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òàêèìè ðåøåíè-

ÿìè. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ èäåè è ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå Ã.À. Ñâèðèäþêîì è åãî

ó÷åíèêàìè. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè îïòèìàëüíîãî

óïðàâëåíèÿ äëÿ èññëåäóåìîé çàäà÷è îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ,

ðàçâèòóþ â ðàáîòàõ Æ.-Ë. Ëèîíñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà, ñèëüíûå ðåøåíèÿ, îïòèìàëüíîå

óïðàâëåíèå.

Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì íåïîëíîå óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà âûñîêîãî ïîðÿäêà

Ax(n) = Bx+ y + Cu, (1)

ãäå îïåðàòîðû A,B ∈ L(X;Y), C ∈ L(U;Y), ôóíêöèè u : [0, τ) ⊂ R+ → U, y : [0, τ) ⊂ R+ →
Y (τ < ∞), X,Y,U � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

x(m)(0) = xm, m = 0, . . . n− 1. (2)

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñ-
êàíèè ïàðû (x̂, û), ãäå x̂ � ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2), à û ∈ Uad � óïðàâëåíèå, äëÿ êîòîðîãî
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

J(x̂, û) = min
(x,u)∈X×Uad

J(x, u). (3)

Çäåñü J(x, u) � íåêîòîðûé ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïîñòðîåííûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà, Uad �
íåêîòîðîå çàìêíóòîå è âûïóêëîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëåíèé U.

Óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà ñîñòàâëÿþò îáøèðíóþ îáëàñòü íåêëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé
ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè (ñì. îáñòîÿòåëüíûå îáçîðû â [1, 2]). Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ëè-
íåéíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ óñëîâèÿìè Êîøè âïåðâûå èçó÷àëîñü â [3, ãë. 7]. Â
ðàáîòå [4] ïðåäëîæåí ÷èñëåííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
ëåíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îïòèìàëüíîå óïðàâëå-
íèå äëÿ ïîëóëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîáîëåâñêîãî òèïà ïåðâîãî ïîðÿäêà ðàññìàòðèâàëîñü â
ðàáîòå [5]. Äàííàÿ ðàáîòà îñíîâàíà íà èäåÿõ è ìåòîäàõ [4, 6].
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1. Îòíîñèòåëüíî p-îãðàíè÷åííûå îïåðàòîðû

Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî

ρA(B) = {µ ∈ C : (µA−B)−1 ∈ L(Y;X)}

íàçûâàåòñÿ ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì îïåðàòîðà B îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A (êîðî÷å,

A-ðåçîëüâåíòíûì ìíîæåñòâîì îïåðàòîðà B). Ìíîæåñòâî C\ρA(B) = σA(B) íàçûâàåòñÿ
ñïåêòðîì îïåðàòîðà B îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A (êîðî÷å, A-ñïåêòðîì îïåðàòîðà B).

Îïðåäåëåíèå 2. Îïåðàòîð-ôóíêöèè

(µA−B)−1, RA
µ = (µA−B)−1A, LA

µ = A(µA−B)−1

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ρA(B) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ðåçîëüâåíòîé, ïðàâîé ðå-

çîëüâåíòîé, ëåâîé ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà B îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà A (êîðî÷å, A-
ðåçîëüâåíòîé, ïðàâîé A-ðåçîëüâåíòîé, ëåâîé A-ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà B).

Îïðåäåëåíèå 3. Îïåðàòîð B íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíî îãðàíè÷åííûì îòíîñèòåëüíî îïå-

ðàòîðà A (êîðî÷å, (A, σ)-îãðàíè÷åííûì), åñëè

∃a > 0 ∀µ ∈ C : (|µ| > a) ⇒ (µ ∈ ρA(B)).

Ëåììà 1. [1] Ïóñòü îïåðàòîð B (A, σ)-îãðàíè÷åí. Òîãäà îïåðàòîðû

P =
1

2πi

∫
Γ

RA
λ (B)dλ è Q =

1

2πi

∫
Γ

LA
λ (B)dλ

ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòîðàìè, ïðè÷åì P : X → X è Q : Y → Y. Çäåñü Γ = {λ ∈ C : |λ| = r > a}.

Ïîëîæèì X0 = kerP , Y0 = kerQ, X1 = imP , Y1 = imQ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak(Bk)
ñóæåíèå îïåðàòîðà A (B) íà ïîäïðîñòðàíñòâî Xk, k = 0, 1.

Òåîðåìà 1. [1] Ïóñòü îïåðàòîð B (A, σ)-îãðàíè÷åí. Òîãäà
(i) îïåðàòîðû Ak, Bk : Xk → Yk, k = 0, 1;
(ii) ñóùåñòâóåò îïåðàòîð B−1

0 ∈ L(Y0,X0);
(iii) ñóùåñòâóåò îïåðàòîð A−1

1 ∈ L(Y1,X1);
(iv) îïåðàòîð B1 ∈ L(X1,Y1).

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ïîñòðîèì îïåðàòîðû H = B−1
0 A0 ∈ L(X0) è S = A−1

1 B1 ∈ L(X1).
Òîãäà

(µA−B)−1 =

(
−

∞∑
k=0

µkHk

)
B−1

0 (I−Q) +

∞∑
k=1

µ−kSk−1A−1
1 Q. (4)

Îïðåäåëåíèå 4. Áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà A-ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà B íàçûâàåòñÿ

(i) óñòðàíèìîé îñîáîé òî÷êîé, åñëè H ≡ O;
(ii) ïîëþñîì ïîðÿäêà p, åñëè Hp ̸= O, Hp+1 ≡ O, p ∈ N;
(iii) ñóùåñòâåííî îñîáîé òî÷êîé, åñëè Hq ̸= O, ∀q ∈ N.

Îïðåäåëåíèå 5. (A, σ)-îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð B, áóäåì íàçûâàòü (A, p)-îãðàíè÷åííûì,
åñëè òî÷êà ∞ ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ïîðÿäêà p ∈ {0} ∪ N åãî A-ðåçîëüâåíòû.
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2. Ñèëüíûå ðåøåíèÿ

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñîáîëåâñêîãî òèïà

Ax(n) = Bx+ y. (5)

Îïðåäåëåíèå 6. Îïåðàòîð-ôóíêöèþ V • ∈ C∞(R;L(X)) áóäåì íàçûâàòü ïðîïàãàòîðîì îä-

íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5), åñëè äëÿ ëþáîãî v ∈ X âåêòîð-ôóíêöèÿ x(t) = V tv áóäåò ðåøåíèåì

ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Òåîðåìà 2. [7] Ïóñòü îïåðàòîð B (A, σ)-îãðàíè÷åí. Òîãäà ôîðìóëû

Xt
m =

1

2πi

∫
Γ

µn−m−1(µnA−B)−1Aeµtdµ,

ãäå êîíòóð Γ = {µ ∈ C : |µ| = R > a}, îïðåäåëÿþò ïðîïàãàòîðû óðàâíåíèÿ (5) ïðè âñåõ

t ∈ R.

Ëåììà 2. (i) X•
m ∈ C∞(R;L(X;X1)),

(
Xt

m

)(l)
t

= Xt
m−l, ãäå m = 0, 1, . . . , n−1, l = 0, 1, . . . ,m;

(ii)
(
Xt

m

)(l)
t

∣∣∣
t=0

= O ïðè m ̸= l,
(
Xt

m

)(m)

t

∣∣∣
t=0

= X0
0 = P .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (2) äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5).

Îïðåäåëåíèå 7. Ïîäïðîñòðàíñòâî P ⊂ X íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì îäíîðîä-

íîãî óðàâíåíèÿ (5), åñëè

(i) ëþáîå ðåøåíèå x = x(t) óðàâíåíèÿ (5) ëåæèò â P, ò.å. x(t) ∈ P ∀t ∈ R;
(ii) ïðè ëþáûõ xm,m = 0, ..., n− 1 ∈ P ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), (5).

Òåîðåìà 3. [7] Ïóñòü îïåðàòîð B(A, p)-îãðàíè÷åí, p ∈ {0} ∪N. Ïóñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ y :
(−τ, τ) → Y òàêîâà, ÷òî y0 ∈ Cn(p+1)((−τ, τ);Y0), è y1 ∈ C((−τ, τ);Y1). Ïóñòü íà÷àëüíûå

çíà÷åíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

(I −X0
0 )xm = −

p∑
q=0

HqB−1
0

dnq+m

dtnq+m
y0(0), m = 0, 1, ..., n− 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2),(5), êîòîðîå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

x(t) = −
p∑

q=0

HqB−1
0 (I−Q)y(qn)(t) +

n−1∑
m=0

V t
mx1m +

t∫
0

V t−s
n−1A

−1
1 Qy(s)ds, t ∈ (−τ, τ). (6)

Îïðåäåëåíèå 8. Âåêòîð-ôóíêöèþ x ∈ Hn(X) = {x ∈ L2(0, τ ;X) : x(n) ∈ L2(0, τ ;X)} íàçî-

âåì ñèëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (5), åñëè îíà ï. â. íà (0, τ) îáðàùàåò åãî â òîæäåñòâî.

Ñèëüíîå ðåøåíèå x = x(t) óðàâíåíèÿ (5) íàçîâåì ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2),(5), åñëè

îíî óäîâëåòâîðÿåò (2).

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè âëîæåíèÿ Hn(X) ↪→ Cn−1([0, τ ];X) íàøå îïðåäåëåíèå êîððåêò-
íî. Òåðìèí ≪ñèëüíîå ðåøåíèå≫ ââåäåí äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷àòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) â
äàííîì ñìûñëå îò ðåøåíèÿ (6), êîòîðîå îáû÷íî íàçûâàþò ≪êëàññè÷åñêèì≫. Çàìåòèì, ÷òî
êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå (6) ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ñèëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2), (5).
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Ïîñòðîèì ïðîñòðàíñòâà Hnp+n(Y) = {v ∈ L2(0, τ ;Y) : v(np+n) ∈ L2(0, τ ;Y), p ∈ {0} ∪N}.
Ïðîñòðàíñòâî Hnp+n(Y) � ãèëüáåðòîâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

[v, w] =

np+n∑
q=0

∫ τ

0

⟨
v(q), w(q)

⟩
Y
dt.

Ïóñòü y ∈ Hnp+n(Y). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîðû

A1y(t) = −
p∑

q=0
HqB−1

0 (I−Q)y(qn)(t),

A2y(t) =
t∫
0

V t−s
n−1A

−1
1 Qy(s)ds

è ôóíêöèþ

k(t) =

n−1∑
m=0

V t
mx1m.

Ëåììà 3. Ïóñòü îïåðàòîð B (A, p)-îãðàíè÷åí. Òîãäà
(i) A1 ∈ L(Hnp+n(Y);Hn(X));
(ii) ïðè ëþáîì xm ∈ X âåêòîð-ôóíêöèÿ k ∈ Cn([0, τ);X);
(iii) A2 ∈ L(Hnp+n(Y);Hn(X)).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü îïåðàòîð B (A, p)-îãðàíè÷åí, p ∈ {0} ∪ N. Òîãäà äëÿ ëþáûõ xm ∈
X, k = 0, n − 1 è y ∈ Hnp+n(Y) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2) äëÿ

óðàâíåíèÿ (5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàíîâêà êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (6) â óðàâíåíèå (5) îáåñïå÷èâàåò ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), (5). Ïóñòü
îïåðàòîð B (A, p)-îãðàíè÷åí, òîãäà â ñèëó ëåììû 3 çàäà÷à (2), (5) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçà-
âèñèìûå çàäà÷è

H(x0)(n) = x0 +B−1
0 y0, (x0)(m)(0) = x0m, m = 0, 1, . . . , n− 1, (7)

(x1)(n) = Su1 +A−1
1 y1, (x1)(m)(0) = x1m, m = 0, 1, . . . , n− 1, (8)

ãäå îïåðàòîðû H = B−1
0 A0 ∈ L(X0), S = A−1

1 B1 ∈ L(Y1); âåêòîð-ôóíêöèè x0 = (I − P )x,
y0 = (I −Q)y, x1 = Px, y1 = Qy; âåêòîðû xkm ∈ Xk, k = 0, 1,m = 0, ..., n− 1. Ïóñòü x è x̃ �
äâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (7)�(8). Òîãäà x̂ = x− x̃ óäîâëåòâîðÿåò

Ax̂(n) = Bx̂,

x̂(m)(0) = 0.
(9)

Äåéñòâóÿ íà óðàâíåíèå (9) ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîåêòîðàìè I − Q è Q è ïîëüçóÿñü ëåììîé 1,
ñâåäåì åãî ê ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìå èç äâóõ íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé

H(x̂0)(n) = x̂0, (10)

(x̂1)(n) = Sx̂1, (x̂)(m)(0) = 0. (11)

Â ñèëó íèëüïîòåíòíîñòè îïåðàòîðà H èç óðàâíåíèÿ (10) ïîëó÷àåì Hp+1(x̂0)(np+n) =
. . . = H(x̂0)(n) = x̂0 = 0. Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, óáåæäàåìñÿ, ÷òî x̂0 = 0. Ðàâåíñòâî íóëþ
ðåøåíèÿ çàäà÷è (11) ñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà S.
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3. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè (2) äëÿ ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñîáîëåâñêîãî òèïà
(1), ãäå ôóíêöèè x, y, u ëåæàò â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ X, Y è U ñîîòâåòñòâåííî.
Îïåðàòîðû A,B ∈ L(X;Y), îïåðàòîð C ∈ L(U;Y), îïåðàòîð B (A, p)−îãðàíè÷åí.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðîñòðàíñòâî óïðàâëåíèé

Hnp+n(U) = {u ∈ L2(0, τ ;U) : u
(np+n) ∈ L2(0, τ ;U), p ∈ {0} ∪ N}.

ÏðîñòðàíñòâîHnp+n(U) ãèëüáåðòîâî, â ñèëó ãèëüáåðòîâîñòè U, ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

[v, w] =

np+n∑
q=0

∫ τ

0

⟨
v(q), w(q)

⟩
U
dt.

Âûäåëèì â ïðîñòðàíñòâåHnp+n(U) çàìêíóòîå è âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî Uad = Hnp+n
∂ (U)

� ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé.

Îïðåäåëåíèå 9. Âåêòîð-ôóíêöèþ û ∈ Hnp+n
∂ (U) íàçîâåì îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì ðå-

øåíèÿìè çàäà÷è (1), (2), åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (3).

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî óïðàâëå-
íèÿ û ∈ Hnp+n

∂ (U), ìèíèìèçèðóþùåãî ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà

J(x, u) = µ

n∑
q=0

∫ τ

0
||x(q) − x̃(q)||2dt+ ν

np+n∑
q=0

∫ τ

0

⟨
Nqu

(q), u(q)
⟩
U
dt. (12)

Çäåñü µ, ν > 0, µ+ν = 1, Nq ∈ L(U), q = 0, 1, . . ., np+n, � ñàìîñîïðÿæåííûå è ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûå îïåðàòîðû, x̃(t) � ïëàíîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü îïåðàòîð B (A, p)-îãðàíè÷åí, p ∈ {0} ∪ N. Òîãäà äëÿ ëþáûõ xm ∈ X è

y ∈ Hnp+n(Y) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ðåøåíèÿìè çàäà÷è (2)

äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 4 ïðè ëþáûõ y ∈ Hnp+n(Y), xm ∈ X, u ∈ Hnp+n(U) ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ñèëüíîå ðåøåíèå x ∈ Hn(X) çàäà÷è (1), (2), èìåþùåå âèä

x(t) = (A1 +A2)(y + Cu)(t) + k(t), (13)

ãäå îïåðàòîðû A1, A2 è âåêòîð-ôóíêöèÿ k çàäàíû â ëåììå 3.
Çàôèêñèðóåì y ∈ Hnp+n(Y), xm ∈ X, è ðàññìîòðèì (13) êàê îòîáðàæåíèå D : u → x(u).

Òîãäà îòîáðàæåíèå D : Hnp+n(U) → Hn(X) íåïðåðûâíî. Ïîýòîìó ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà
çàâèñèò òîëüêî îò u, ò.å. J(x, u) = J(u).

Ïåðåïèøåì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà (12) â âèäå

J(u) = µ ∥x(t, u)− x̃∥2Hn(X) + ν[v, u],

ãäå v(q)(t) = Nqu
(q)(t), q = 0, . . . , np+ n. Îòñþäà

J(u) = π(u, u)− 2λ(u) + ∥x̃− x(t, 0)∥2Hn(X) ,

ãäå

π(u, u) = µ ∥x(t, u)− x(t, 0)∥2Hn(X) + ν[v, u] −
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áèëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ êîýðöèòèâíàÿ ôîðìà íà Hnp+n(U), à

λ(u) = µ ⟨x̃− x(t, 0), x(t, u)− x(t, 0)⟩Hn(X) −

ëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ íà Hnp+n(U) ôîðìà. Çíà÷èò, óñëîâèÿ òåîðåìû [8, ãë. 1] âûïîëíåíû.

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð ñ÷èòàåò ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì âûðàçèòü èñêðåííþþ áëàãîäàð-

íîñòü äîöåíòó À.À. Çàìûøëÿåâîé çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîääåðæêó â ðàáîòå.
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