Jornal Eletronico de Ensino e Pesquisa de Matematica
(1s.) v. 1,2 (2017): 66-83. (©JEEPEMA — ISSN 2594-6323

www.dma.uem.br/kit/jeepema

Superficies Parametrizadas

Doherty Andrade! & Jorge Ferreira de Lacerda 2

ResuMoO: Neste trabalho apresentamos a parametriza¢do das su-
perficies mais comumente utilizadas em célculo, usamos a primeira
forma quadrética para determinar areas, e calculamos volumes por

meio do teorema da divergéncia.
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1. Introducao

2

Uma superficie parametrizada é uma funcdo ¢ de classe C!
tendo por dominio uma regido simples D (do tipo I ou do tipo
II).

Uma superficie é a imagem M de uma superficie parametrizada

c: D —R
(4,0) = ((x(,0), y(1,0), (,0))

satisfazendo:

e 0 é de classe C!
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e o é injetora no interior de D e se gq; pertence ao interior de D

e g2 € dD, entdo
o(q1) # 0(q2)-

e N, = 0, X 0y (vetor normal a M) nao se anula no interior de
D.

Aqui, 0, X 0, denota o produto vetorial das derivadas parciais
0, e 0y da funcdo o.
Uma tal funcdo o é chamada de uma parametrizagdo de M.

Seja o uma parametrizagdo de M e po = o(qo) tal que N, () # 0. O
plano tangente a M em um ponto pg € o plano que passa por pg e
tem N; ;) como vetor normal. O plano tangente de uma superficie
S no ponto p € S é denotado por Tj(S).
Exemplos

a) Seja f : D — R uma fungio de classe C'. O gréfico de f é
uma superficie M. Afirmamos que

c: D —>R
(v y) = (vy f(xy))

¢ uma parametrizagdo para M.
De fato, notemos facilmente que ¢ é de classe C! e injetora sobre
D; além disso,

Ny = 0x X 0y = (—fx, —fy, 1) # 0.

b) Seja f : D — R uma funcdo de classe C! dada por f(x,y) =
Vx2+y2, onde D = {(x,y) € R%x?>+y? < 4}. O seu gréfico é
uma superficie parametrizada por

c: D —R®
(x,y) = (Y2 +?),
como vimos em a).

Uma parametrizagdo alternativa para M pode ser:

c: D SR
(r,0) > (rcos6,rsen6,r),

onde D' = [0,2] x [0,271].
Aqui vemos que

0y = (cosf,sen 0,1)

g = (—rsen 0,7 cos6,0).
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Assim, N = (—rsen 0,rcos6,r) # 0.
Vamos resumir:

Coordenadas Retangulares: Podemos olhar o gréfico de z =
f(x,y), onde f é uma funcéo C! definida sobre um dominio D,como
uma superficie parametrizada com parametros x e y. Basta tomar

x=x, y=ye z=f(x,y)

Coordenadas Polares: Do mesmo modo podemos olhar uma
superficie dada em coordenadas cilindricas como z = g(r,0), como
uma superficie parametrizada. Basta definir

x =rcos(@), y=rsen (0), z=g(r,0).

Coordenadas Esféricas: Também podemos olhar uma superficie
dada em coordendas esféricas p = h(¢,6) como uma superficie pa-
rametrizada com parametros ¢ e 6. Basta definir

x = h(¢,0)sen (¢)cos(0),

y = h(¢,0)sen (¢)sen (0),
z = h(¢,0) cos(¢).
TORO: O toro é exemplo de uma superficie de revolucao. E
a superficie obtida pela revolugdo de um circulo em torno de uma

reta que ndo o intersecta. Por exemplo, o circulo no plano xz de
centro (b,0,0) e raio a com a < b dado por

(x —b)? + 22 = a?
girando em torno do eixo z tem a seguinte parametriza¢do
x =rcos(f) = (b+acos(¢)) cos(0)
y =rsen () = (b+ acos(¢))sen (6)

z = asen (¢)

Veja a secdo §4 para mais informagdes sobre as superficies de
revolugao.
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Figura 1: Toro

2. Primeira Forma Quadratica

O produto interno do R® O S induz em cada plano tangente
T,(S) de uma superficie parametrizada S um produto interno, de-
notado por (.,.)p. Se w; e wy pertencem a Ty(S), entdo (wy, w2),
é igual a (w;,wp) no R3. A primeira forma fundamental I, é a
aplicacdo que a cada vetor w do plano tangente T, (S) da superficie
S associa o ntimero real (w,w),. Se ¢ é uma parametrizacdo para
S, entdo podemos escrever I, em termos dos vetores tangentes oy, e
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0y: 0s coeficientes sdo dados por

E:Uu'au
G:UU'O-'U
F:Uu'av

Calcule os coeficientes da primeira forma fundamental nos casos
anteriores:

Clique aqui para ver o caso da superficie dada em coordenadas
retangulares,

Clique aqui para ver a superficie em coordenadas polares, e

Clique aqui para ver a superficie em coordenadas esféricas,

e também nos seguintes casos:

[a] Parametrizacdo do Plano: Sejam w; e wy vetores ortonor-
mais, entao
X(u,v) = po + uwi + vwy,

onde (u,v) € R x R, é uma parametriza¢do do plano.
@ Parametrizacdo do Cilindro: O cilindro x* + y? = 1, é parame-

trizado por
X(u,v) = (cosu,sen u,v)

onde (u,v) € [0,27] x R.

Figura 2: Cilindro

@ Parametrizacdo do Elipséide: O elipséide

2 2 2
x* Yyt oz
St ta=1

tem a seguinte parametrizacao

X(u,v) = (asen u cos v, bsen usen v, ccosu).



SUPERFICIES PARAMETRIZADAS 71

Figura 3: Elipsoide.

[e] Parametriza¢do do Paraboléide: O paraboléide

tem a seguinte parametrizacdo

X(u,v) = (aucos v, busen v, uz)

Figura 4: Paraboldide.

[e] Parametrizacdo da Helicéide: A helicéide tem a seguinte
parametrizacao

X(u,v) = (vcos(u),vsen (u),2u),

u€|[-2m2njeveR.
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Figura 5: Helicéide.

[e] Parametrizagdo do Hiperboléide de duas folhas: O hiper-
boldide de duas folhas tem a seguinte parametrizagdo

X(u,v) = (cos(u) sinh(v),sen (u) sinh(v), cosh(v)),
para a parte superior e
X(u,v) = (cos(u) sinh(v),sen (u) sinh(v), — cosh(v)),

para a parte inferior. Nessa figura, v € [-2,2] e u € [—27,271].

Figura 6: Hiperboldide de duas folhas.

[e] Parametrizacdo do Hiperboléide de uma folha: O hiper-
boléide de uma folha ou simplesmente hiperbol6ide, tem a seguinte
parametrizacao

X(u,v) = (cosh(u) cos(v), cosh(u)sen (v),sinh(u)),
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Nessa figura, u € [—2,2] e v € [0, 27].

Figura 7: Hiperboléide

3. Area de uma superficie

Seja R C S uma regido limitada de uma superficie regular con-
tida num sistema de vizinhangas coordenadas da parametrizacao

X :U C R? — S. O ntimero positivo
// 1Xy % Xolldudo = A(R), Q= X"\(R),
Q

chamamos de area de R.
Note que

1Xu % Xoll? + 1 {Xu, Xo) | = | Xull? - [ X0 1%,

de modo que

Xy x Xo|| = VEG — F2.

Assim podemos reescrever

A(R) ://Q 11X XXU\|dudv://Q VEG — F2du do.

Calcule a area da esfera de centro O e raio a > 0.
Seja ¢ a parametrizacdo da esfera

o(u,v) = (asen (u) cos(v),asen (v)sen (u),acos(u)),

onde0<u<mel <9y <2m.
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E facil obter que
0y = (—acosucosv,asen vcosu, —asen i)

0, = (—asen usen u,acosvsen u,0),

SEE AT E = az, F=0 G= a’sen 2u.
Logo,

IN| = VEG — F2 = a%sen v.
Portanto,

A(M)://D IN|| ://D\/ﬂ://ljazsen vdudv = 4ma’®.

Calcule a drea da superficie M que é o grafico da funcdo f(x,y) =

Vx2+y2 com x% +y? < 4.

Uma parametrizagdo para M é dada por
o(r,0) = (rcosf,rsen 0,r),

onde0<r<2e0<6<2m.
E facil obter que E =2,G = r? e F = 0. Segue que

A(M) = //D\/ﬁdrd() = 471V/2.

Calcule a 4rea da superficie limitada pelo plano 2x +y +z =4
e o cilindro x? + y? = 1.
Sejam D o disco x> +y?> < 1e ¢ : D — R® a parametrizagdo
dada por
o(x,y) = (x,y,4—2x —y).

Pode-se determinar que E = 5,F = 2 e G = 2. Logo,

A(M)://IDMGZA://D\/EdA:\/géreadeD:nx/g.

Calcule a édrea do toro.
clique aqui para ver a parametrizagdo do toro.
Uma parametrizagdo para o toro é dada por

(¢,0) = ((b+acos¢)cosh, (b+acosd)sen 6,asen ¢),

onde ¢, 6 € [0,271].



SUPERFICIES PARAMETRIZADAS 75

Vemos que (tomando b =3ea =1),
0y = (—sen ¢ cos 6, —sen ¢ cos b, cos ¢)
09 = ((b+acos¢p)sen 6, (b+acos¢)cosb,0),
onde temos que
E=1, F=0, G= (3+cos¢)>
Logo, a drea de M é dada por

A(M) = /OM /02”,/(3+cos4>)2 — 12722,

4. Superficies de Revolucao

Uma maneira de obter uma superficie é girar um curva plana C
em torno de uma reta L no seu plano. Isto dd4 uma superficie de
revolucdo com eixo L.

Defini¢ao 1 (Superficie de Revolugao) Seja C uma curva plana e L
uma reta no mesmo plano da curva. A superficie obtida pela revolugio da
curva C em torno da reta L é chamada superficie de revolugio. A reta L é

chamada eixo e a curva C de geratriz.

A esfera pode ser gerada pela revolugdo de uma semi-circunferéncia.

Figura 8: Esfera

O cilindro circular reto é obtido pela revolugdo de uma reta C
em torno de uma reta paralela L.
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Teorema 4.1 Seja f : [a,b] — R uma fungio positiva com f' continua
em [a,b]. Se A é a drea da superficie de revolugdo obtida girando-se a

curva y = f(x) coma < x <b, em torno do eixo x, entio temos

A=or [N + 1dx (+)

Se o grifico da curva y = f(x), a < x < b, é girado em torno do eixo

A :27r/ab|x]\/[f’(x)]2+1dx.

Para deduzir (*) devemos dar uma parametrizacdo de S. Defina
a parametrizagdo por

Yy, temos

x=u, y=f(u)cosv, z= f(u)senv

onde
a<u<b 0<v<2m.

Agora usando a expressdo para a drea de uma superficie para-
metrizada obtemos que

AS) = [ [ VIFaP sen 20+ [f(u)* cos?v -+ [ ()] [f/(w) Pdo du
= [ [ If)ly1+ [ (0)Pdodu
b 21 ”
= [ [ 1+ wPdods

= o [ 1f 1+ )P

5. Integral de um campo escalar sobre uma superficie

Seja M uma superficie confeccionada com material de densidade
dada por f(x,y,z). Seja o : D — R3> D M uma parametrizagio para
M. Queremos achar a massa de M. Para isto dividimos o dominio
D em subretangulos D;. A area de o(D;) é aproximadamente

o(Di) = |[N(g:)[|A(D;),
onde g; é um ponto de D;. Segue que a massa de o(D;) é aproxi-

madamente
o(Di) =~ f(o(q:)[IN(g:) | A(D;).

Somando obtemos uma aproximagdo para a massa de M:

s

~
I
—_

f(o(qi)[IN(g:) [ A(Ds),
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que é uma soma de Riemann que converge para

| [ fle@)ING)da.

Generalizando este este exemplo definimos:

Definicdo 2 Se f é um campo escalar continuo, cujo dominio contém a

superficie M, a integral de f sobre M, indicada por

[ [ iises | o
é definida por

[ fas= [ [ re@nin@lda= [ [ fe@)VEG—Fda.

Se f (x, v, z) =1, entdo o que se obtém na integral acima coincide
com a drea da superficie.

Como exemplo, calcule a massa da esfera centrada na origem e
de raio 2 situada no primeiro octante, onde a densidade é dada por
f(x,y,2) = xyz.

Uma parametriza¢do para a esfera é dada por

o(u,v) = (2cosusen v,2sen usen v,2cosv),

T
onde u,v € [0, E]
Podemos determinar facilmente

0y, = (—2sen vsen 1,2 cosvcosu,0),

0y = (2cosvcosu,2cosvsen u, —2sen v).

Logo, obtemos
E=4—cos’o, G=4, F=0.

Portanto,

s T 14
massa(M) = /2 /2 2 (23en v cos u + 4 cos? v) V4 — cos?vdudv = 37
0o Jo

Mesmo situagdo com a helicéide dada por

o(u,v) = (vcosu,vsen u,au),
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onde u € [0,27t] e v € [0,2].
Podemos determinar facilmente

oy = (—vsen u,vcosu,2)

0y = (cosu,sen u,0)

Donde obtemos
E=4+v*, G=1 F=0

Portanto,

2t 2
massa(M) = / / V4 + v2dudo
o Jo

6. Volumes via Teorema da Divergéncia

Usualmente, no cdlculo diferencial, o volume de sélidos é cal-
culado por meio de uma integral dupla ou tripla. O Teorema da
Divergéncia fornece outra alternativa para o cédlculo do volume de
sOlidos limitados por uma superficie.

Antes de apresentar esta alternativa vamos calcular, a titulo de
exemplo, o volume do toro da maneira usual.

A superficie do toro (as vezes também chamada de Toro) é ge-
rada pela rotagdo de uma circunferéncia em torno de uma reta que
nao a intersecte.

Figura 9: Toro

Considere a circunferéncia do plano xz de centro (a,0,0) e raio
b ondea > b > 0. A rotagdo desta circunferéncia em torno do eixo
z gera um toro de equacgdo cartesiana dada por

(a—\/x2+y2)*+2* = b?
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Denotemos por T a superficie do toro e por T a regido limitada
por esta superficie, denominada toro sélido.

O toro soélido é simétrico em relacdo ao plano z = 0. Portanto
seu volume é o dobro do volume da porcdo do toro acima deste
plano. Esta regido é descrita por

0<z<\/ —\/x24+1y2)2, a-b<\/x2+y?2<a+b

O volume do toro pode ser obtido, entdo, pela seguinte integral

Vol(T) = 2 / / \/bz 2+ y2)A

onde D é a regido dada pora —b < /x> +y> < a+b.

Para facilitar o célculo da integral acima, descrevemos a regidao
D em coordenadas polares (r,6) por

D:a—-b<r<a+b, 0<0<2m

Assim

2w pa+b a+b
Vol(T)zZ/ / . \/bz—(a—r)zrdrdG:Z-ZN/ . \/b?> = (a—r)% rdr
0 a— a—

Fazendo a mudanca de varidvel u = r — a obtemos

a+b b
/ . \/bz—(a—r)zrdr:/b\/bz—uz(u+a):
o _

b b

/b\/bz—u2 udu+a/b\/b2—u2du

Fazendo a mudanga de varidvel w = b? — u? obtemos [ N p V02 —u? udu =
S ) Vwdw =0

Consultando uma tabela de integragdo encontramos

b 2 2
/b Vb2 —uldu = %\/ b2 —u? + %senl(z)]b_b _

Assim )

Vol(T) = 2- 27m% = (27ta) (mb?)

Observe que o volume do toro é equivalente ao volume de um
cilindro cuja base é o circulo de raio b e altura, o comprimento do
circulo de raio a.
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VoLUMES PELO TEOREMA DA DIvERGENCIA O Teorema da divergéncia
relaciona uma integral de superficie com uma integral tripla e pode
ser usado para obter o volume de um sélido limitado por uma su-
perficie atravez de uma integral de superficie.

Seja {i, j, k} a base candnica de R®. Um campo de vetores em
R3 ¢ dado na forma F = Ai+ Bj + Ck, onde A, B e C sdo funcgdes
definidas em um subconjunto de R3, chamado aqui de dominio do
campo F, com valores em IR®.

Seja S uma superficie contida no dominio do campo F, parame-
trizada por X(u,v), u,v € D e sejay = X, x X, o vetor normal
da parametrizacao.

A integral do campo F sobre a superficie S é definida por

/SP-dS://D<F(X(u,v)),17>dA

O teorema da divergéncia estabelece que se F é um campo de
vetores definido em um aberto contendo um sélido S limitado por
uma superficie S com uma parametrizacdo X(u,v), (u,v) € D que
orienta S positivamente, isto é, o vetor normal 7 = X, X X, aponta
para fora do sélido S, entado

//SF-dS:///S divF dV

onde o Divergente do campo F é a fungdo escalar dada por

Para mais detalhes quanto aos termos e as hipéteses deste teo-
rema, veja [1], J. Stewart, Calculo, vol II.

Observacdo: Se a parametrizagdo orienta S negativamente ( 7
aponta para dentro de S) a integral [ [g F - dS apenas troca de sinal.
Assim, qualquer que seja a orientagdo dada pela parametrizagéo,

vale a relacao
|//P-d5|:’/// dideV‘
S S

Suponha que o campo F tem divergente constante nao nulo, isto
é, divF =k # 0.
Entdo,

///SdideV:///Sde:k///SdV
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///s 4V = Vol (S)
Vol (S):%///S divEdV

Do teorema da divergéncia obtemos

Vol(S):ﬁﬂ‘//sF-dS’

A relacdo acima, que denominamos férmula de volume, mostra
que podemos obter o volume de um sélido limitado por uma su-
perficie integrando sobre ela qualquer campo com divergente cons-
tante ndo nulo.

Agora,

Assim,

Observacdo: H4 muitas escolhas para o campo F com diver-
gente constante, cada uma delas produzindo um integrando (F,7)
para a integral a ser calculada na obtenc¢do do volume.

Vamos usar esta férmula para calcular o volume do toro experi-
mentando algumas escolhas para o campo F.

Uma parametrizacdo da superficie de um toro é dada, na forma
de equagdes, por

x = (a+bcosu)cosv, y = (a+bcosu)senv, z = bsenu;
emque 0 <u, v<2m, com correspondente forma vetorial
X(u,v) = (a+ bcosu)cosvi + (a + b cosu)senvj + b senuk.

Calculemos o vetor normal desta parametrizagao:

Xy = —bsenu cosvi — bsenu senvj + b cosuk

Xy = —(a+ bcosu)senvi + (a + b cosu) cosvj + 0k

Assim, ap6s simplifica¢des, o vetor normal é dado por

7 = Xy X Xy = —b(a + bcosu)[cosu cos vi + cosu senvj + senuk]

Considere o campo F = 0i + yj + Ok.
O divergente de F é dado por divF = 1.
Aplicando a férmula de volume obtemos
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Vol(T):]//SF-dS|

Calculemos, entdo, a integral de superficie dada na férmula:

Para aplicar a definigdo da integral de supeficie precisamos dos
seguintes célculos:

F(X(u,v)) = 0i+ (a + bcosu)senvj + 0k

(F(X(u,v)),n) = —b(a + b cosu)*cosu sen’v

Assim,

2w 271
// F-dS= / / —b(a + bcosu)*cosu sen’v du dv =
S o Jo
2r 2r
—b/ senzvdv/ (a + b cosu)*cosu du
0 0

27

27 2r 2r
/ (a+bcosu)?cosu du = a / cosu du +2ab / cos?u du + b* / cos’u du.
0 0 0 0

Consultando uma tabela de integracdo encontramos,

27T ’ 27T 27T » 27T 3
/ sen“udu = 7, / cosudu =0, / cos“udu =, / cos’udu = 0.
0 0 0 0

2r
Assim, / (a + bcosu)?cosu du = 2mab.
0

O volume do toro é, entdo, dado por

Vol (T) = | — brr(2mab)| = (27ta)(mb?)

Tomemos agora o campo F = xi + yj + zk. Note que divF = 3.
Para este campo obtemos, ap6s simplificagdes,

(F(X(u,v)),n) = —ab* — (a®b + b>)cos u — ab* cos’u

Observe que, para esta escolha do campo F, o integrando F - 5
depende somente da variavel u. Assim

2t 271
// F-dS = / / [—ab® — (a®b + b®)cos u — ab® cos*u] du dv
S o Jo
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Levando em conta que f027( cosudu = 0 e que o integrando ndo
depende de v, obtemos a integral mais simples que aquela dada
pela primeira escolha do campo F.

2r 2r
// F-dS = 27r/ (—ab® — ab* cos*u) du = 271(—ab2)/ (1+ cos?u) du =
S 0 0

= 27(—ab?)(2m 4 1) = 677%(—ab?).

Aplicando a férmula de volume com k = 3 obtemos,

Vol (T) = %|6712(—ab2)| — 2720k = (27a) (71?)

Questdo: Existe um campo F para o qual o integrando (F,7) é
constante?

Exercicio: Use a formula de volume para obter o volume do
elipséide de semi eixos a, b e c com parametrizacdo dada por x =
asenucosv ,y = bsenusenv,z = ccosu, 0<u<m,0<0v<
27t.
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