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Abstract

Quasi gas-dynamic equations in the polar coordinate system to-
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1. Ââåäåíèå

Äëÿ îïèñàíèÿ öåëîãî ðÿäà òå÷åíèé åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü
óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè, çàïèñàííûå â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò. Ê òàêèì ÿâëåíèÿì îòíîñÿòñÿ êàê çàäà÷è ñ èíæåíåðíûìè ïðèëî-
æåíèÿìè, òàê è îïèñàíèå ãåîôèçè÷åñêèõ è àñòðîôèçè÷åñêèõ ïðîöåñ-
ñîâ, ñì., íàïðèìåð, [1]�[3] è ïðèâåäåííûå â ýòèõ ðàáîòàõ ññûëêè. Â
êà÷åñòâå èíæåíåðíûõ çàäà÷ îòìåòèì ðàñ÷åòû òå÷åíèé â òðóáàõ è çà-
çîðàõ, òå÷åíèÿ Êóýòòà�Òåéëîðà ìåæäó âðàùàþùèìèñÿ öèëèíäðàìè,
òå÷åíèÿ âî âðàùàþùèõñÿ ñîñóäàõ, è â ÷àñòíîñòè, òå÷åíèÿ â ñåïàðà-
òîðàõ. Âàæíûì êðóãîì çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå è ìîäåëèðîâàíèå
îõëàæäàþùèõ ñèñòåì äëÿ ãàçîâûõ òóðáèí, âêëþ÷àÿ ìèêðîòóðáèíû,
[4], [5], [6]. Óðàâíåíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
àíàëèçà íåêîòîðûõ âèõðåâûõ àòìîñôåðíûõ òå÷åíèé òèïà öèêëîíîâ
è ñìåð÷åé, à òàêæå ðÿäà àñòðîôèçè÷åñêèõ çàäà÷ [7] - [13].

Îäíàêî áîëüøèíñòâî ñóùåñòâóþùèõ ðàçíîñòíûõ àëãîðèòìîâ ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì äå-
êàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à èõ àäàïòàöèÿ äëÿ ñôåðè÷åñêèõ è ïî-
ëÿðíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò îêàçûâàåòñÿ ãðîìîçäêîé, ÷òî îáúÿñíÿåò
îãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ðàáîò â ýòîé îáëàñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíî ðàñøèðåíèå êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ
(ÊÃÄ) [14, 15] óðàâíåíèé è ñîîòâåòñòâóþùåãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà
äëÿ óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè, çàïèñàííûõ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò. ÊÃÄ àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü êëàññè÷åñêèé âàðè-
àíò ìåòîäà êîíå÷íîãî îáúåìà ñ àïïðîêñèìàöèåé âñåõ ïîòîêîâûõ ñëà-
ãàåìûõ ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíûõ ðàçíîñòåé â ñî÷åòàíèè ñ ÿâíîé ïî
âðåìåíè ðàçíîñòíîé ñõåìîé. Âñå ãàçîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû îòíî-
ñÿòñÿ ê ðàñ÷åòíûì óçëàì ñåòêè, à ïîòîêè âû÷èñëÿþòñÿ íà ãðàíèöàõ
ÿ÷ååê â ïîëóöåëûõ óçëàõ. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé
èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò ôèêòèâíûõ ÿ÷ååê. Ïðèñóòñòâóþùàÿ â ÊÃÄ
àëãîðèòìå τ -äèññèïàöèÿ îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòü è óñëîâíóþ óñòîé-
÷èâîñòü ðàçíîñòíîé ñõåìû.

Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ â áàðîòðîï-
íîì ïðèáëèæåíèè. Ïîñòðîåííàÿ ìåòîäèêà ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà íà
ïîëíûå óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè.
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ÊÃÄ óðàâíåíèÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äëÿ ÷àñòíîãî ñëó-
÷àÿ áàðîòðîïíûõ òå÷åíèé � ïðèáëèæåíèÿ ìåëêîé âîäû � ïðåäñòàâ-
ëåíû â ïðåïðèíòå [17]. Òàì æå ïðèâåäåíî òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà íà
ïðèìåðå òå÷åíèé, íå çàâèñÿùèõ îò óãëîâîé ïåðåìåííîé.

Â äàííîé ðàáîòå ÊÃÄ óðàâíåíèÿ äëÿ áàðîòðîïíûõ òå÷åíèé âûïè-
ñàíû â âèäå, óäîáíîì äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ïðèâåäåíà ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà è ðàññìîòðåíî òå÷åíèå â àêêðåöèîííîì
äèñêå, âðàùàþùåìñÿ âîêðóã ïðèòÿãèâàþùåãî öåíòðà.

Àêêðåöèîííûå äèñêè � ýòî ãàçîâûå îáðàçîâàíèÿ â îêðåñòíîñòè
êîìïàêòíûõ ãðàâèòèðóþùèõ öåíòðîâ, â êîòîðûõ íàáëþäàþòñÿ ïðî-
öåññû çàõâàòà âåùåñòâà è åãî âûïàäåíèÿ íà öåíòðàëüíûé îáúåêò.
Òàêèå ñðåäû ìîæíî îïèñûâàòü íà îñíîâå óðàâíåíèé ãàçîâîé äèíàìè-
êè, åñëè ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíî ãðóáîå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàç-
ðåøåíèå, à èìåííî, ðàçðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâåííûõ
ñåòîê, øàã êîòîðûõ ìíîãîêðàòíî ïðåâûøàåò õàðàêòåðíûå äëèíû ñâî-
áîäíîãî ïðîáåãà ìîëåêóë â ãàçîâîì äèñêå.

Èçó÷åíèå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ïðîòåêàþùèõ â àêêðåöè-
îííûõ äèñêàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç àêòèâíî èññëå-
äóåìûõ çàäà÷ àñòðîôèçèêè, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ áîëüøèì ÷èñëîì
ïóáëèêàöèé íà ýòó òåìó, ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1, 2], [7] - [13]. Ïðè
ýòîì èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå âîçìîæíîñòè ðàçâèòèÿ êðóïíî-
ìàñøòàáíûõ âèõðåâûõ ñòðóêòóð èç èìåþùèõñÿ â òå÷åíèè ìàëûõ âîç-
ìóùåíèé, à òàêæå îáúÿñíåíèå âîçíèêíîâåíèÿ óçîðîâ â ñïèðàëüíûõ
ãàëàêòèêàõ ôàêòîðàìè ãàçîäèíàìè÷åñêîé ïðèðîäû.

Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé â àê-
êðåöèîííîì äèñêå ñ èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïîäõî-
äîâ, îäíèì èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ÊÃÄ àëãîðèòìû, ìîæåò êàê ïîä-
òâåðäèòü çàêîíîìåðíîñòè, ïîëó÷åííûå ðàíåå, òàê è âûÿâèòü íîâûå
îñîáåííîñòè ýâîëþöèè òàêèõ òå÷åíèé.

Â äàííîé ðàáîòå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ýâîëþöèè àêêðåöèîí-
íîãî äèñêà ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ÊÃÄ ñèñòåìû óðàâíåíèé â áàðî-
òðîïíîì ïðèáëèæåíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò ñòàâøèì êëàññè÷åñêèì ïîäõî-
äó [7].

Â ïàðàãðàôå 2 ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà è èõ ÊÃÄ àíà-
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ëîã äëÿ äâóìåðíûõ çàäà÷ â áàðîòðîïíîì ñëó÷àå. Â ïàðàãðàôå 3 ïðè-
âåäåíà ñîîòâåòñòâóþàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, â ïàðàãðàôå 4 èçëîæåíà
ïîñòàíîâêà çàäà÷è î òå÷åíèè â àêêðåöèîííîì äèñêå, âêëþ÷àÿ âûáîð
äëÿ ýòîé çàäà÷è ðàâíîâåñíîãî êâàçèñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ, êîòî-
ðîå èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðáëèæåíèÿ. Â ïàðàãðàôå 5
ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

2. Óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè â áàðîòðîï-

íîì ïðèáëèæåíèè è èõ ÊÃÄ àíàëîã

Cèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè â ïî-
ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (r, φ) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå
çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂ρ

∂t
+

1

r

∂ (ρrur)

∂r
+

1

r

∂ (ρuφ)

∂φ
= 0, (1)

∂ρur
∂t

+
1

r

∂(rρu2r)

∂r
+

1

r

∂(ρuruφ)

∂φ
+

∂p

∂r
−

ρu2φ
r

= ρfr, (2)

∂ρuφ
∂t

+
1

r2
∂
(
r2ρuruφ

)
∂r

+
1

r

∂(ρu2φ)

∂φ
+

1

r

∂p

∂φ
= ρfφ, (3)

ãäå ρ(r, φ, t) � ïëîòíîñòü æèäêîñòè, u = {ur(r, φ, t), uφ(r, φ, t)} � ñêî-
ðîñòü æèäêîñòè, p = p0(ρ/ρ0)

γ = kργ � äàâëåíèå ãàçà, k = p0/ρ
γ
0 �

÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò, γ = const � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû, fr è fφ
� ðàäèàëüíàÿ è àçèìóòàëüíàÿ êîìïîíåíòû âíåøíåé ñèëû.

Ñèñòåìà ðåãóëÿðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà (ÊÃÄ ñèñòå-
ìà) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ëèáî ïóòåì çàìå-
íû ïåðåìåííûõ â ÊÃÄ ñèñòåìå óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ â äåêàðòîâîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò, ëèáî ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó èñ-
õîäíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (1)�(3), [16, 17]. Â óäîáíîì äëÿ ðàçíîñòíîé
àïïðîêñèìàöèè âèäå ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé â ïîëÿðíûõ êîîðäèíà-
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òàõ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

∂ρ

∂t
+ div jm = 0, (4)
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+
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(6)

Çäåñü Πij � òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé Íàâüå-Ñòîêñà ñ êîìïîíåíòà-
ìè

Πrr = 2µ
∂ur
∂r

− 2

3
µ divu,

Πφφ = 2µ

(
1

r

∂uφ
∂φ

+
ur
r

)
− 2

3
µ divu,

Πrφ = Πφr = µ

(
1

r

∂ur
∂φ

+
∂uφ
∂r

− uφ
r

)
,

µ � êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè.
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Çäåñü

div jm =
1
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∂ (rjmr)
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∂φ
,

jmr = ρ(ur − wr),
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+

1

r

∂p

∂φ
− ρfφ

]
,

w∗
r = τ

[
ur

∂ur
∂r

+
1

r
uφ

∂ur
∂φ

+
1

ρ

∂p

∂r
−

u2φ
r

− fr

]
,

w∗
φ = τ

[
1

r
ur

∂ (ruφ)

∂r
+

1

r
uφ

∂uφ
∂φ

+
1

rρ

∂p

∂φ
− fφ

]
.

ÊÃÄ ñèñòåìà óðàâíåíèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñãëàæèâàþùèå äîáàâ-
êè, â êîòîðûå â êà÷åñòâå ìàëîãî êîýôôèöèåíòà âõîäèò ïàðàìåòð τ
ðàçìåðíîñòè âðåìåíè.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (4)�(6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ,
òî åñòü äëÿ ïîêîÿùåãîñÿ ãàçà ñèñòåìà ÊÃÄ óðàâíåíèé, òàêæå êàê è
ñèñòåìà óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîêñà, ðåäóöèðóåòñÿ ê âèäó

∂p

∂r
= ρfr,

∂p

∂φ
= rρfφ. (7)

Â [14] è [16] ïîêàçàíî, ÷òî ðåãóëÿðèçèðóþùèå τ -äîáàâêè íå íàðó-
øàþò âûïîëíåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà.

Ñâîéñòâà ïàðàáîëè÷íîñòè ÊÃÄ óðàâíåíèé è èõ ýíåðãåòè÷åñêèå
õàðàêòåðèñòèêè èçó÷àëèñü â [18, 19]. Êîíñåðâàòèâíûå äèñêðåòèçàöèè
ðåãóëÿðèçîâàííûõ óðàâíåíèé ïðèâåäåíû â [20].

Äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (4)�(6) âûïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ
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çàäà÷à. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïî óãëó ìîæíî ïîñòàâèòü
óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè. Óñëîâèå íåïðîòåêàíèÿ ïîòîêà ìàññû jmr = 0
÷åðåç ãðàíèöó r = r0 îáåñïå÷èâàåòñÿ âûïîëíåíèåì íà ýòîé ãðàíèöå
äâóõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé � óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ äëÿ ðàäèàëüíîé
ñêîðîñòè ur = 0 è óñëîâèÿ íà ãðàäèåíò äàâëåíèÿ â âèäå

∂p

∂r
= ρ
(u2φ
r

+ fr

)
. (8)

3. Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà

Çàäàäèì îáëàñòü ðàñ÷åòà â âèäå êîëüöà

Ω = Ωr × Ωφ = (r1 6 r 6 r2)× (0 6 φ 6 2π), φ ∈ [0, 2π] .

Ðàñ÷åòíàÿ ñåòêà â îáëàñòè èìååò ðàçìåð (0÷Nr−1)×(0÷Nφ−1), ïðè
ýòîì âíóòðåííèìè óçëàìè ÿâëÿþòñÿ óçëû ñ íîìåðàìè (1÷Nr − 2)×
(1÷Nφ−2). Ïðèãðàíè÷íûå óçëû ÿâëÿþòñÿ ôèêòèâíûìè è èñïîëüçó-
þòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ãðàíèöà îáëàñòè ðàñ-
ïîëîæåíà â ïîëóöåëûõ òî÷êàõ. Øàãè ïî ïðîñòðàíñòâó îáîçíà÷èì êàê
∆r è ∆φ.

Êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ÊÃÄ óðàâíåíèé ñ âû÷èñëå-
íèåì âñåõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîìîùüþ öåíòðàëüíûõ
ðàçíîñòåé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ρ̂i,j − ρi,j
∆t

+
1

ri

(rjmr)i+ 1
2 ,j

− (rjmr)i− 1
2 ,j

∆r
+

+
1

ri

(jmφ)i,j+ 1
2
− (jmφ)i,j−1

2

∆φ
= 0,

(9)

( ˆρur)i,j − (ρur)i,j
∆t

+
1

ri

(rjmrur)i+ 1
2 ,j

− (rjmrur)i−1
2 ,j

∆r
+

+
1

ri

(jmφur)i,j+1
2
− (jmφur)i,j−1

2

∆φ
+

pi+1
2 ,j

− pi−1
2 ,j

∆r
−

ρi,ju
2
φi,j

ri
=

(10)
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= (ρi,j − τi,j div(ρu)i,j) fr i,j+

+
1

ri

(rρurw
∗
r)i+1

2 ,j
− (rρurw

∗
r)i−1

2 ,j

∆r
+

1

ri

(ρuφw
∗
r)i,j+ 1

2
− (ρurw

∗
r)i,j−1

2

∆φ
+

+

(
kγργ−1τ div(ρu)

)
i+1

2 ,j
−
(
kγργ−1τ div(ρu)

)
i−1

2 ,j

∆r
− τi,j

uφi,j
ri

div(ρu)i,j−

−2ρi,j
uφi,j
ri

w∗
φi,j

+
Πrri+1

2 ,j
− Πrri−1

2 ,j

∆r
+

1

ri,j

Πrφi,j+1
2
− Πrφi,j− 1

2

∆φ
+

+
Πrri,j − Πrri,j

ri
,

( ˆρuφ)i,j − (ρuφ)i,j
∆t

+
1

r2i

(r2jmruφ)i+1
2 ,j

− (r2jmruφ)i−1
2 ,j

∆r
+

+
1

ri

(jmruφ)i,j+1
2
− (jmruφ)i,j−1

2

∆φ
+

pi,j+1
2
− pi,j−1

2

∆r
=

= (ρi,j − τi,j div(ρu)i,j) fφ i,j +
1

r2i

(r2ρurw
∗
φ)i+ 1

2 ,j
− (r2ρurw

∗
φ)i−1

2 ,j

∆r
+

+
1

ri

(ρuφw
∗
φ)i,j+1

2
− (ρuφw

∗
φ)i,j− 1

2

∆φ
+

+
1

ri

(
kγργ−1τ div(ρu)

)
i,j+1

2

−
(
kγργ−1τ div(ρu)

)
i,j−1

2

∆φ
+

+
Πφri+1

2 ,j
− Πφri−1

2 ,j

∆r
+

1

ri

Πφφi,j+1
2
− Πφφi,j−1

2

∆φ
+

2

ri
Πrφi,j.

(11)

jmr i± 1
2 ,j

= ρi± 1
2 ,j
(ur i±1

2 ,j
− wr i± 1

2 ,j
),

jmφi,j±1
2
= ρi,j±1

2
(uφ i,j±1

2
− wφ i,j± 1

2
),

(12)
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wr i+ 1
2 ,j

=
τi+1

2 ,j

ρi+1
2 ,j

[
1

ri+ 1
2

(rρu2r)i+1 − (rρu2r)i
∆r

+

+
1

ri+ 1
2

(ρuruφ)i+ 1
2 ,j+

1
2
− (ρuruφ)i+1

2 ,j−
1
2

∆φ
+

pi+1 − pi
∆r

−
(ρu2φ)i+ 1

2 ,j

ri+1
2

−

−(ρfr)i+1
2 ,j

]
,

(13)

wr i− 1
2 ,j

=
τi−1

2 ,j

ρi−1
2 ,j

[
1

ri− 1
2

(rρu2r)i − (rρu2r)i−1

∆r
+

+
1

ri− 1
2

(ρuruφ)i− 1
2 ,j+

1
2
− (ρuruφ)i−1

2 ,j−
1
2

∆φ
+

pi − pi−1

∆r
−

(ρu2φ)i− 1
2 ,j

ri−1
2

−

−(ρfr)i−1
2 ,j

]
,

(14)

wφ i,j+1
2
=

τi,j+1
2

ρi,j+1
2

[
1

r2i

(r2ρuruφ)i+1
2 ,j+

1
2
− (r2ρuruφ)i−1

2 ,j+
1
2

∆r
+

+
1

ri

(ρu2φ)i,j+1 − (ρu2φ)i,j

∆φ
+

1

ri

pi,j+1 − pi,j
∆φ

− (ρfφ)i,j+1
2

]
,

(15)

wφ i,j−1
2
=

τi,j−1
2

ρi,j−1
2

[
1

r2i

(r2ρuruφ)i+1
2 ,j−

1
2
− (r2ρuruφ)i−1

2 ,j−
1
2

∆r
+

+
1

ri

(ρu2φ)i,j − (ρu2φ)i,j−1

∆φ
+

1

ri

pi,j − pi,j−1

∆φ
− (ρfφ)i,j−1

2

]
.

(16)
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Ïîñòðîåííàÿ ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
"õîðîøåé áàëàíñèðîâêè"(well-balanced). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â
ñëó÷àå ïîêîÿùåãîñÿ ãàçà (ur = uφ = 0) ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíå-
íèé (9)-(11) ðåäóöèðóåòñÿ ê öåíòðàëüíî-ðàçíîñòíîìó àíàëîãó âûðà-
æåíèé (7) äëÿ öåëîé èëè ïîëóöåëîé ïðîñòðàíñòâåííîé òî÷êè.

Ðåãóëÿðèçèðóþùèé ïàðàìåòð τ âû÷èñëÿåòñÿ êàê τ = µ/p ∼ λ/cs,
òî åñòü êàê îòíîøåíèå õàðàêòåðíîãî ìàëîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñ-
øòàáà ê õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè. Äëÿ ðàçðåæåííûõ òå÷åíèé â êà÷åñòâå
õàðàêòåðíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà âûáèðàåòñÿ ñðåäíÿÿ äëè-
íà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ÷àñòèö λ.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñðåä, â êîòîðûõ øàãè ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ñåòêè ñóùåñòâåííî áîëüøå äëèí ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, â êà-
÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà óäîáíî âûáðàòü
õàðàêòåðíûé ðàçìåð ïðîñòðàíñòâåííîé ÿ÷åéêè. Ïðè ðàññìîòðåíèè
òå÷åíèé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ýòîò ðàçìåð åñòåñòâåííî îöå-
íèòü ÷åðåç ïëîùàäü ïðîñòðàíñòâåííîé ÿ÷åéêè ∆S = r∆φ∆r, ãäå ∆r
è ∆φ � øàãè ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîé ñêî-
ðîñòè åñòåñòâåííî âûáðàòü ñêîðîñòü çâóêà cs =

√
γRT èëè õàðàê-

òåðíóþ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ãàçà |u⃗|. Â ïîñëåäóþùèõ ðàñ÷åòàõ áóäåì
âûáèðàòü ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè â âèäå

τ = α

√
r∆φ∆r

cs + |u⃗|
, (17)

ãäå α � ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò, âûáèðàåìûé èç ñîîáðàæåíèé
óñòîé÷èâîñòè è ìîíîòîííîñòè ðàçíîñòíîãî ðåøåíèÿ. Ýòîò êîýôôèöè-
åíò ïîçâîëÿåò êîíòðîëèðîâàòü âåëè÷èíó èñïîëüçóåìîé â ÊÃÄ ìåòîäå
èñêóññòâåííîé äèññèïàöèè.

Êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå êàê èñêóñ-
ñòâåííóþ âåëè÷èíó, êîòîðóþ áóäåì âû÷èñëÿòü êàê

µ = αµpτ. (18)

çäåñü αµ � ÷èñëåííûé êîýôôèöèåíò äëÿ äîïîëíèòåëüíîé íàñòðîéêè
àëãîðèòìà.
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Ïåðèîäè÷åñêèå óñëîâèÿ ïî óãëó φ çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðèñâîå-
íèÿ çíà÷åíèþ â òî÷êå 0 çíà÷åíèÿ â òî÷êå N − 2, à çíà÷åíèþ N − 1 �
çíà÷åíèÿ â òî÷êå 1 äëÿ òî÷åê Nr è Nφ, ñîîòâåòñòâåííî.

Òåñòèðîâàíèå àëãîðèòìà ïðîâåäåíî íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷
îá óñòàíîâëåíèè ñòàöèîíàðíîãî ïðîôèëÿ æèäêîñòè, çàêëþ÷åííîé â
êîëüöåâîì ñëîå ñ òâåðäûìè ñòåíêàìè, âðàùàþùåéñÿ ñ ïîñòîÿííîé
óãëîâîé ñêîðîñòüþ, è î ëàìèíàðíîì òå÷åíèè Êóýòòà-Òåéëîðà â çàçî-
ðå. Îáå çàäà÷è ðåøàþòñÿ â ïðèáëèæåíèè ìåëêîé âîäû, òî åñòü äëÿ
ñëó÷àÿ γ = 2, k = g/2, ãäå g � óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè. Â êà-
÷åñòâå ãðàíè÷íîãî ócëîâèÿ íà òâåðäîé ñòåíêå ñòàâèòñÿ ðàçíîñòíûé
àíàëîã óñëîâèÿ (8). Äëÿ åãî ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóåòñÿ
àïïàðàò ôèêòèâíûõ ÿ÷ååê. Äëÿ îáåèõ çàäà÷ ïî óãëó φ ïîñòàâëåíû
ïåðèîäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

0 0.5 1 1.5
−0.2

−0.1

0

0.1

0.2

r

Z(r)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
0.5

1

1.5

2

2.5

r

Ðèñ. 1. Ãðàíèöà âåùåñòâà Z(r) è ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå àçèìó-
òàëüíîé ñêîðîñòè uφ.

4. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îá ýâîëþöèè àêêðåöèîí-

íîãî äèñêà. Çàäàíèå ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ

Â ñîîòâåòñòâèè ñ [7, 8] çàäà÷à ðåøàåòñÿ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåí-
íûõ. Äëÿ ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì â êà÷åñòâå ìàñøòàá-
íûõ ìíîæèòåëåé âûáðàíû õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ðàçìåð



�13�

Ðèñ. 2. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè â äèñêå. Ñåòêà 80×260.

R, õàðàêòåðíàÿ ìàññà M è ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ G. Áåçðàç-
ìåðíûå ïåðåìåííûå ââåäåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè

r = Rr′, ur = u0u
′
r, uφ = u0u

′
φ, t = t0t

′, p = p0p
′, ρ = ρ0ρ

′.

Ìíîæèòåëè u0, t0, p0, ρ0 âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

u20 =
GM

R
, t20 =

R3

GM
, ρ0 =

M

R3
, p0 =

GM 2

R4
.

Õàðàêòåðíûå äèàïàçîíû ìàñøòàáíûõ ìíîæèòåëåé äëÿ àñòðîôèçè÷å-
ñêèõ âåëè÷èí èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

G = 6.67×10−8sm3g−1c−2,M = 2× 1033 − 6× 1033g, R = 1011 − 1014sm.

Ïåðåõîä ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì íå ìåíÿåò âèäà ñèñòåìû ãàçî-
äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ çàäàåòñÿ ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå
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ãàçîâîãî äèñêà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòàöèîíàðíàÿ òðåõìåðíàÿ (r, φ, z)
ãàçîâàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñ ãðàíèöåé â âèäå òîðà, çàâèñÿùåé òîëüêî îò
êîîðäèíàòû r

Z(r) = ± a r e−b(r−r0)
2

. (19)

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå äëÿ òðåõìåðíîãî òå÷åíèÿ áûëî ïîñòðîåíî äëÿ
ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì
ñèëû ãðàâèòàöèè â ïðåäïîëîæåíèè îñåâîé ñèììåòðèè ðåøåíèÿ ρ =
ρ(r, z), uφ = uφ(r) è ur = uz = 0. Âèä ðåøåíèÿ ïðèâåäåí, íàïðèìåð,
â [8], [9].

Ïðè γ > 1 äëÿ óêàçàííûõ óðàâíåíèé â îáëàñòè {(r, z); r ∈
Ωr, |z| 6 Z(r)} ïîëó÷åíî ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå ðàñ-
ïðåäåëåíèå óãëîâîé ñêîðîñòè ãàçà â âèäå

uφ(r)
2 =

1

r

(
1 + rΦ

′
(r)− Φ(r)

)
,

ãäå

Φ(r) =

(
1− r√

r2 + Z(r)2

)
,

Φ′(r) = − 1√
r2 + Z(r)2

+
r (r + Z(r)Z(r)′)

(r2 + Z(r)2)3
,

Z ′(r) =
∂Z

∂r
.

Òàêèì îáðàçîì âûðàæåíèå äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ïðèíèìàåò âèä

u2φ(r) =
1 + a2e−2b(r−r0)

2

(1− 2br(r − r0))

r
(√

1 + a2e−2b(r−r0)2
)3 . (20)

Ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü ρ(r, z) ðàñïðåäåëåíà ñîãëàñíî ñîîòíîøå-
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íèþ

ρ(r, z) =

(
γ − 1

kγ

(
1√

r2 + z2
+

1

r
(Φ(r)− 1)

)) 1
γ−1

,

òàêèì îáðàçîì

ρ(r, z) =

(
γ − 1

kγ

(
1√

r2 + z2
− 1√

r2 + a2r2e−2b(r−r0)2

)) 1
γ−1

. (21)

Îòíîñèòåëüíàÿ òîëùèíà àêêðåöèîííîãî äèñêà íå âåëèêà, è îñ-
íîâíîé ïåðåíîñ ìàññû ãàçà ïðîèñõîäèò â àçèìóòàëüíîé ïëîñêîñòè.
Ïîýòîìó â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè çàäà÷ó î ðàçâèòèè ãàçîäèíàìè÷å-
ñêèõ íåóñòîé÷èâîñòåé â äèñêå ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å â äâóìåðíîé
îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ ïðîèíòåãðèðîâàí-
íûõ ïî íàïðàâëåíèþ z ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ñîãëàñíî [8]
è ïðèâåäåííûì â ýòîé ðàáîòå ññûëêàì, èñêëþ÷èì çàâèñèìîñòü îò
êîîðäèíàòû z è áóäåì èñïîëüçîâàòü äàëåå ïðîèíòåãðèðîâàííóþ ïî
òîëùèíå äèñêà ïîãîííóþ ïëîòíîñòü, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåòñÿ êàê

ρ̃(r, φ) = 2

Z(r)∫
0

ρ(r, φ, z)dz. (22)

Ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîèíòåãðèðîâàííîå ïî òîëèíå äèñêà äàâëåíèå áó-
äåì âû÷èñëÿòü íà îñíîâå ïëîòíîñòè ρ̃ èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ p̃ =
kρ̃γ. Ïðè ýòîì ñèëà ïðèòÿæåíèÿ öåíòðàëüíîãî òåëà îêàçûâàåòñÿ ðàâ-

íîé fr = − r

(r2 + Z∗(r)2)3/2
, ãäå Z∗ ∈ [0, Z(r)]. Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü,

÷òî Z∗ = 0 è ïðèòÿãèâàþùàÿ ñèëà èìååò âèä fr = −1/r2. Êàê áûëî
ïîêàçàíî â öèòèðîâàííûõ ðàáîòàõ, òàêîå îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè è
äàâëåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò äâóìåðíûì óðàâíåíèÿì ãàçîâîé äèíàìèêè
äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ãàçîäèíàìè÷åñêîãî òå÷åíèÿ â ãàçîâîì îáëà-
êå.

Ïàðàìåòðû çàäà÷è â ñîîòâåòñòâèå [8] ðàâíû a = 0.2, b = 9.0, r0 =
0.8, γ = 5/3, k = 0.012. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
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Ω = Ωr × Ωφ ñ ãðàíèöàìè ïî ðàäèóñó r1 = 0.2 è r2 = 1.4.
Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíà îáëàñòü ñ ãðàíèöåé âåùåñòâà Z(r) â ñîîò-

âåòñòâèè ñ (19) è ðàñïðåäåëåíèå àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòè uφ ñîãëàñíî
(20). Íà ðèñ. 2 ïïîêàçàíà ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ïî z ïëîòíîñòü ρ̃(r)
ñîãëàñíî (22). Èíòåãðàëû âû÷èñëÿëèñü ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ëåâûõ
ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ ðàçáèåíèåì îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íà 10000 èí-
òåðâàëîâ.

5. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ â çàäà÷å îá òå÷åíèè ãàçà â àê-
êðåöèîííîì äèñêå çàäàåì ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå ãàçîäèíàìè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, ïðèâåäåííîå â ðàçäåëå 4, íà ôîíå êîòîðîãî â
íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàåòñÿ âîçìóùåíèå ñêîðîñòè uφ â âèäå

u0φ(r, φ) = uφ(r, φ)(1 + A sin(Nφ)). (23)

ãäå ñêîðîñòü uφ âû÷èñëÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (20), N � ÷èñëî ïåðè-
îäîâ äëÿ âíåñåííîãî âîçìóùåíèÿ, êîýôôèöèåíò A = 0.2 ïðè r = 0.8
è A = 0 äëÿ îñòàëüíûõ çíà÷åíèé r, [7]. Òàêèì îáðàçîì, âîçìóùåíèå
àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòè çàäàåòñÿ â îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ÿ÷åéêå
ïî r, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîòíîñòè ãàçà.
Òàêîå âîçìóùåíèå â âèäå δ-ôóíêöèè ïî ðàäèóñó âûçûâàåò ñëîæíî-
ñòè äëÿ íà÷àëà ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà.

Çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ íà ãðàíèöàõ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè
r = r1 è r = r2 äëÿ ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ î÷åíü ìàëû, à èìåí-
íî, ρ(r1) ∼ ρ(r2) ∼ 10−7, p(r1) ∼ p(r2) ∼ 10−12. Ñêîðîñòü çâóêà â
öåíòðàëüíîé ÷àñòè îáëàêà ñîñòàâëÿåò cs =

√
γp/ρ ∼ 0.12, à âáëèçè

ãðàíèöû îáëàêà ∼ 0.01. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî Ìàõà â öåíòðàëüíîé
÷àñòè îáëàêà Ma ∼ uφ/cs ∼ 8 è âîçðàñòàåò äî ∼ 100 íà ïåðèôå-
ðèè äèñêà. Ñîãëàñíî ïðèâåäåíûì îöåíêàì òå÷åíèå ãàçà ÿâëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííî ãèïåðçâóêîâûì, ÷òî ìîæåò ñîçäàâàòü ïðîáëåìû ïðè åãî
÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å |ur| ≪ uφ è ñêîðîñòü çâóêà cs ìàëà,
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ïîýòîìó ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè τ óäîáíî àïïðîêñèìèðîâàòü â âèäå

τ = α

√
r∆r∆φ

cs +
√

u2r + u2φ

∼ α

√
r∆r∆φ

uφ
. (24)

Êîýôôèöèåíò íàñòðîéêè α âàðüèðîâàëñÿ â ïðåäåëàõ 0.01−1, è åãî
îïòèìàëüíûì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíà 0.1. Ïðè áîëüøèõ çíà÷å-
íèÿõ ýòîãî êîýôôèöèåíòà ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñãëàæåííûì,
ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ íà÷èíàþò ïîÿâëÿòüñÿ ÷èñëåííûå íåóñòîé÷è-
âîñòè. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå ÷èñëåííîãî êîýôôèöèåíòà αµ = 100.

Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïî óãëó íà ãðàíèöå (0, 2π) ïî ïå-
ðåìåííûì r è φ äëÿ âñåõ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ñòàâÿòñÿ ïåðè-
îäè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

Íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ãðàíèöàõ r = r1 è r = r2 ïðîâåðÿ-
ëèñü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïîñòàíîâêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â ÷àñò-
íîñòè, èñïîëüçîâàëèñü ìÿãêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñíîñà äëÿ ïëîòíî-
ñòè, äàâëåíèÿ è îáîèõ ñêîðîñòåé. Ïðèìåíÿëèñü óñëîâèÿ íåïðîòåêà-
íèÿ ñîâìåñòíî ñ óñëîâèåì ñêîëüæåíèÿ äëÿ àçèìóòàëüíîé êîìïîíåíòû
ñêîðîñòè â âèäå

∂ρ

∂r

∣∣∣∣
r=r1,r2

= 0, ur|r=r1,r2
= 0,

∂uφ
∂r

∣∣∣∣
r=r1,r2

= 0.

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ íåïðîòåêàíèÿ ïîòîêà ìàñ-
ñû ÷åðåç ãðàíèöû îáëàñòè äîïîëíèòåëüíî ïðèìåíÿëîñü óñëîâèå
τ |r=r1,r2

= 0, êîòîðîå ïîçâîëÿåò çàíóëèòü äîïîëíèòåëüíûå ÊÃÄ ïî-
òîêè ìàññû íà ãðàíèöå. Èñïîëüçîâàëèñü òàêæå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâà-
þùèå ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå â âèäå ðàçíîñòíîé
àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ (8) â ïîëóöåëîé òî÷êå, êîòîðàÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîëîæåíèþ ãðàíèöû, ñ èñïîëüçîâàíèåì ôèêòèâíûõ ÿ÷ååê.

Âñå îïðîáîâàííûå âàðèàíòû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèâîäèëè ê
î÷åíü áëèçêèì ÷èñëåííûì ðåçóëüòàòàì.

Âðåìÿ çàâåðøåíèÿ ðàñ÷åòîâ ñîîòâåòñòâóåò ìîìåíòó, êîãäà âîç-
ìóùåíèÿ èç öåíòðàëüíîé çîíû äîñòèãàþò ãðàíèöû ðàñ÷åòíîé îáëà-
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ñòè. Ýòî âðåìÿ äëÿ ðàçíûõ âàðèàíòîâ ðàñ÷åòà è ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ
âûáîðà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íåñêîëüêî ðàçëè÷àëîñü. Ìàêñèìàëüíîå
âðåìÿ ðàñ÷åòà ñîñòàâëÿëî t ∼ 8.0. Äëÿ ñðàâíåíèÿ óêàæåì, ÷òî áåç-
ðàçìåðíîå âðåìÿ îäíîãî îáîðîòà âíóòðåííåé ÷àñòè äèñêà ñîñòàâëÿåò
∼ 0.6, äëÿ âíåøíåé ÷àñòè äèñêà ýòî âðåìÿ ∼ 11.

Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà ïåðåìåííûå
â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ â äåêàðòîâû êîîðäèíàòû.
Â ÷àñòíîñòè, êîîðäèíàòû è êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

x = r cosφ, y = r sinφ,

ux = ur cosφ− uφ sinφ, uy = ur sinφ− uφ cosφ.
(25)

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé ñêîðîñòè è ïëîòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ
ïðîãðàììà TecPlot. Ñòðîÿòñÿ ëèíèè òîêà, çíà÷åíèå çàâèõðåííîñòè
rot u⃗ è ðàñïðåäåëåíèå óãëîâîãî ìîìåíòà M(r, t) = rρ(r, t)uφ(r, t) ïðè
íåêîòîðîì çàäàííîì óãëå φ0.

Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçóþòñÿ ðàâíîìåðíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ñåòêè.
Äàëåå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà ñåòêàõ ñ ÷èñëîì óç-
ëîâ Nr × Nφ, ñîñòàâëÿþùèõ 80 × 260, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðÿäó ðå-
çóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ðàáîòàõ [7] - [9] è [10]. Äëÿ êà÷åñòâåí-
íîé îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ
ñåòêè 160× 420.

Íà ðèñ. 3, 4 è 5 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè äëÿ ìîìåí-
òîâ âðåìåíè t = 1, 2 è 3, ðàññ÷èòàííûå íà äâóõ ñåòêàõ äëÿ ÷èñëà
âîçìóùåíèé N = 10.

Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ α=0.1, αm = 100, øàã ïî âðåìåíè ∆t = 0.001
äëÿ ñåòêè 80 × 260 è ∆t = 0.0002 äëÿ ñåòêè 160 × 420. Íà ðèñ.
3 âèäåí íà÷àëüíûé ýòàï ðàçâèòèÿ êðóïíîìàñøòàáíîé íåóñòîé÷èâî-
ñòè, êîòîðàÿ âïîñëåäñòâèè ìîæåò ïðèâîäèòü ê ôîðìèðîâàíèþ òàê
íàçûâàåìûõ "ðóêàâîâ çàðîæäåíèå êîòîðûõ çàìåòíî íà ðèñ. 5 ñïðàâà.
Âèäíî, ÷òî ïðè ñãóùåíèè ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè êàðòèíà âèõðåâûõ
ñòðóêòóð îêàçûâàåòñÿ áîëåå âûðàæåííîé.

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíà ýâîëþöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ óãëîâîãî ìîìåíòà
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äëÿ òåõ æå ìîìåíòîâ âðåìåíè t = 1.0, 2.0, 3.0, êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò
íåçíà÷èòåëüíûé îòòîê óãëîâîãî ìîìåíòà èç öåíòðàëüíîé ÷àñòè äèñêà
ê åãî ïåðåôåðèè.

Ñðàâíåíèå ñ [7] è [10] äëÿ âðåìåíè t = 2.0 è 3.0 ïîêàçûâàåò êà÷å-
ñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ïîëó÷åííûõ êàðòèí (ðèñ. 5, ðèñ. 6).

Â [10] äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðÿäà çàäà÷ î ðàçâèòèè
íåóñòîé÷èâîñòåé â äèñêàõ èñïîëüçîâàíà ÿâíàÿ ïî âðåìåíè ñõåìà, â
êîòîðîé ïîòîêè ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïóòåì
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ðàçðûâà ìåòîäîì Ðîó ñ
ýíòðîïèéíîé êîððåêöèåé Ýéíôåëüäòà. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ïîðÿäêà òî÷-
íîñòè ñõåìû äî òðåòüåãî èñïîëüçóåòñÿ êîððåêöèÿ ïîòîêîâ ñ ëèìè-
òåðàìè ìåòîäîì Îøåðà. Â ýòîé ðàáîòå íà ïðèìåðå ñõåìû òèïà Ðîó
ïåðâîãî è ïîâûøåííîãî ïîðÿäêîâ òî÷íîñòè (ñõåìà Ðîó-Ýéíôåëüäòà-
Îøåðà ñ îãðàíè÷èòåëÿìè ïîòîêîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðî-
ñòðàíñòâó è âòîðîãî ïî âðåìåíè) ïîêàçàíî, ÷òî óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè
ñõåìû ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÷åòêóþ ñòðóêòóðó ðàçâèòèÿ âîçìóùåíèé
â àêêðåöèîííîì äèñêå, â òî âðåìÿ êàê ñõåìà ïåðâîãî ïîðÿäêà òàêóþ
ñòðóêòóðó ïðàêòè÷åñêè íå ðàçðåøàåò. Â íàøèõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçó-
åòñÿ ÊÃÄ àëãîðèòì ïåðâîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, êîòîðûé, îäíàêî, ñó-
ùåñòâåííî òî÷íåå ñõåìû Ðîó ïåðâîãî ïîðÿäêà è ïîçâîëÿåò îïèñàòü
íà÷àëüíûé ýòàï ðàçâèòèÿ êðóïíîìàñøòàáíîé íåóñòîé÷èâîñòè â ãà-
çîâîì äèñêå. Äðóãîé ïðè÷èíîé íå ïîëíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ðåçóëüòàòîâ
ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â ÊÃÄ ïîñòàíîâêå èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé ãàçîâîé äèíàìèêè â áàðîòðîïíîì ïðèáëèæåíèè, â òî âðåìÿ êàê
â öèêëå ðàáîò àâòîðîâ [7] ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ
èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà.

Äëÿ îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ÊÃÄ àëãîðèòìà ïðî-
âîäèëèñü çàìåðû ðåàëüíîãî âðåìåíè åãî ðàáîòû. Â êà÷åñòâå îñíîâ-
íîãî ïîêàçàòåëÿ óêàæåì, ÷òî âðåìÿ ðàñ÷åòà íà ñåòêå 80×260 ñ êîëè-
÷åñòâîì øàãîâ ïî âðåìåíè N = 5000, íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ñ
ïðîöåññîðîì òèïà Intel(R) Xeon(R) 2.1 ÃÃö ñîñòàâëÿåò îêîëî 10 ìè-
íóò. Óêàçàííîå ÷èñëî øàãîâ ñîîòâåòñòâóåò áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè
t = 5.0. Ïðè ýòîì øàã ïî âðåìåíè ∆t = 0.001.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äàííîãî òèïà çà-
äà÷ íà îñíîâå ÊÃÄ àëãîðèòìà âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ïåðñîíàëü-
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íîãî êîìïüþòåðà. Îäíàêî ïðè ñãóùåíèè ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè âû-
÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû ðåçêî óâåëè÷èâàþòñÿ - òàê ñãóùåíèå ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ñåòêè â 2 ðàçà óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ñ÷åòà ïðàêòè÷åñêè â
10 ðàç çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíîãî óìåíüøåíèÿ øàãà ïî âðåìåíè. Îòìå-
òèì, ÷òî ñòðóêòóðà àëãîðèòìà è åãî ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ äîïóñ-
êàþò ðàñïàðàëëåëèâàíèå äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êîìïüþòåðîâ ñ áîëüøèì
÷èñëîì ïðîöåññîðîâ.

Âûâîäû

Ïðèâåäåíà çàïèñü ÊÃÄ óðàâíåíèé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò è ïîñòðîåíà êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòðîåííûõ
óðàâíåíèé. Ñõåìà ïðèãîäíà äëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé íåâÿçêîãî è âÿçêîãî
ãàçà êàê â äîçâóêîâîì, òàê è â ñâåðõçâóêîâîì ðåæèìàõ.

Ðàçíîñòíàÿ ñõåìà îïðîáîâàíà íà çàäà÷å ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ýâîëþöèè àêêðåöèîííîãî äèñêà, âðàùàþùåãîñÿ âîêðóã ïðèòÿãè-
âàþùåãî öåíòðà. Äàííîå òå÷åíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ î÷åíü áîëüøèìè
ïåðåïàäàìè ïëîòíîñòè è äàâëåíèÿ, à òàêæå ãèïåðçâóêîâûìè àçèìó-
òàëüíûìè ñêîðîñòÿìè äâèæåíèÿ ãàçà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû â öåëîì ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿì, ïîëó-
÷åííûì ðàíåå íà îñíîâå ñõåìû ñ îãðàíè÷èòåëÿìè ïîòîêîâ òðåòüåãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâó è âòîðîãî ïî âðåìåíè ïðè ñóùå-
ñòâåííî áîëåå ñêðîìíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàòàõ ÊÃÄ àëãîðèòìà.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Â.Ì. ×å÷åòêèíó è À.Þ. Ëóãîâ-
ñêîìó çà îáñóæäåíèå ïîñòàíîâêè çàäà÷è è ïîëó÷åííûõ ïðè åå ðåøå-
íèè ðåçóëüòàòîâ.
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