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Приближения вероятностныхраспределенийфункциями𝑘-знач-

ной логики
Рассматриваются преобразования распределений случайных вели-

чин над конечным множеством. Показано, что, подставляя вместо пе-
ременных соответствующей функции 𝑘-значной логики независимые
одинаково распределенные случайные величины, имеющие заданное
распределение, можно сколь угодно точно приблизить любое наперед
заданное распределение.

Ключевые слова: случайная величина, функция 𝑘-значной логики,
аппроксимация

Alexey Dmitrievich Yashunsky
Approximation of probability distributions by 𝑘-valued logic func-

tions
We consider distribution transformation for random variables over a fi-

nite set. We show that substituting independent identically distributed ran-
dom variables with a given distribution for variables of a specific 𝑘-valued
functions, onemy obtain an arbitrarily close approximation of any given dis-
tribution.
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Введение

При исследованиях многомерных дискретных операторов Шрёдин-
гера в некоторых работах рассматривался вероятностный подход [1],
в рамках которого рассматривались преобразования независимых слу-
чайных величин в результате действия дискретных операторов.

Отметим, что в случае, например, численного моделирования таких
преобразований с использованием вычислительной техники неизбеж-
но происходит дискретизация значений случайных величин (помимо
дискретности пространства действия операторов, присутствующей в
подобных задачах изначально). В связи с этим оправдано рассмотре-
ние преобразований, осуществляющих отображение одних дискретных
случайных величин в другие.

В рамках данной работы показывается, что дискретизация, в опре-
деленном смысле, не создает дополнительных ограничений для мо-
делирования, а именно—подходящим образом подобранное преобра-
зование позволяет отобразить набор независимых одинаково распре-
деленных случайных величин в случайную величину, распределение
которой сколь угодно близко к любому наперед заданному распределе-
нию.

Постановка задачи

Рассматриваются случайные величины, принимающие значения в
конечном множестве {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}, которое далее обозначается 𝐸𝑘.

Вектор 𝑝 = (𝑝0, . . . , 𝑝𝑘−1) будем называть стохастическим (или век-
тором распределения), если выполнено 𝑝𝑖 > 0 при всех 𝑖 = 0, . . . , 𝑘 − 1 и
𝑝0+. . .+𝑝𝑘−1 = 1. Каждый такой вектор задает распределение случайной
величины, принимающей значения из множества {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}.

Пусть 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)—функция 𝑘-значной логики. Предположим, что
вместо переменных функции 𝑓 подставляются независимые в совокуп-
ности случайные величины𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, имеющие распределения

𝑝(1) = (𝑝
(1)
0 , . . . , 𝑝

(1)
𝑘−1), . . . ,𝑝

(𝑛) = (𝑝
(𝑛)
0 , . . . , 𝑝

(𝑛)
𝑘−1)

соответственно. Тогда вероятность того, что 𝑓(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) принимает
значение 𝑖 ∈ {0, 1, . . . , 𝑘 − 1}, выражается следующим образом:

P{𝑓(𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) = 𝑖} =
∑︁

(𝑗1,...,𝑗𝑛):𝑓(𝑗1,...,𝑗𝑛)=𝑖

𝑝
(1)
𝑗1
𝑝
(2)
𝑗2

· · · 𝑝(𝑛)𝑗𝑛
.
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Можно считать, что функции 𝑘-значной логики 𝑓 поставлено в соответ-
ствие вектор-отображение 𝑓(𝑝(1), . . . ,𝑝(𝑛)), преобразующее набор из 𝑛
стохастических векторов 𝑝(1), . . . ,𝑝(𝑛) в стохастический вектор

(𝑓0(𝑝
(1), . . . ,𝑝(𝑛)), . . . , 𝑓𝑘−1(𝑝

(1), . . . ,𝑝(𝑛))).

Будем говорить, что стохастический вектор 𝑢 приближает стохасти-
ческий вектор 𝑣 с точностью 𝜀 > 0, если выполненоmax

𝑖
|𝑢𝑖 − 𝑣𝑖| < 𝜀.

Рассматриваемая задача аппроксимации распределений заключает-
ся в том, чтобы для произвольных стохастических векторов 𝑝 и 𝜂, а
также заданного произвольного 𝜀 > 0 построить такую функцию 𝑓 , что
𝑓(𝑝, . . . ,𝑝) приближает 𝜂 с точностью 𝜀, т. е.

max
𝑖

|𝑓𝑖(𝑝, . . . ,𝑝)− 𝜂𝑖| < 𝜀.

Отметим, что если какая-то из компонент вектора 𝑝 равна 1, то все
прочие компоненты равны 0; такие векторы будем называть вырож-
денными. Каково бы ни было отображение 𝑓 , если вектор 𝑝 вырожден-
ный, то и вектор 𝑓(𝑝, . . . ,𝑝) также вырожденный. Отсюда легко видеть,
что задачу аппроксимации распределений имеет смысл рассматривать
только для невырожденных векторов 𝑝.

В данной работе показывается, что задача аппроксимации имеет
решение в классе всевозможных функций 𝑘-значной логики.

Вспомогательные утверждения

Для стохастического вектора 𝑝 = (𝑝0, . . . , 𝑝𝑘−1) будем называть мно-
жество 𝑁(𝑝) = {𝑖 ∈ 𝐸𝑘 | 𝑝𝑖 ̸= 0} носителем распределения 𝑝.

Покажем, что с помощью функций 𝑘-значной логики можно преоб-
разовывать распределения, расширяя их носитель.

Лемма 1. Пусть 𝑝—такой стохастический вектор, что |𝑁(𝑝)| > 1.
Тогда существует такая 𝑘-значная функция ℎ, что 𝑁(ℎ̂(𝑝, . . . ,𝑝)) = 𝐸𝑘.

Доказательство. Пусть |𝑁(𝑝)| = 𝑚, 1 < 𝑚 < 𝑘. Покажем, что существует
такая функция 𝜒, что |𝑁(�̂�(𝑝, . . . ,𝑝))| = 𝑚 + 1. Тогда индукцией по 𝑚

получим, что существует такая функция ℎ, что |𝑁(ℎ̂(𝑝, . . . ,𝑝))| = 𝑘, что
равносильно утверждению леммы.

Определим функцию 𝜒. Пусть 𝑖 ∈ 𝐸𝑘 ∖ 𝑁(𝑝). Поскольку 𝑚 < 𝑘, такое
значение 𝑖 существует. Положим

𝜒(𝑥1, 𝑥2) =

{︃
𝑥1, если 𝑥1 = 𝑥2

𝑖, иначе.
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Несложно проверить, что такая функция обладает требуемым свой-
ством.

Лемма 2. Пусть 𝑝—такой стохастический вектор, что 𝑁(𝑝) = 𝐸𝑘.
Тогда для любого 𝜀 > 0 существует такая 𝑘-значная функция 𝑔, что

max
𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑔𝑖(𝑝, . . . ,𝑝)−

1

𝑘

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Доказательство. Рассмотрим функции

𝑔(𝑛)(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛(mod𝑘).

Положим 𝛾(𝑛) = 𝑔(𝑛)(𝑝, . . . ,𝑝). Несложно проверить, что

(𝛾
(𝑛)
0 , . . . , 𝛾

(𝑛)
𝑘−1) =

= (𝛾
(𝑛−1)
0 , . . . , 𝛾

(𝑛−1)
𝑘−1 )

⎛⎜⎜⎝
𝑝0−0 mod 𝑘 𝑝1−0 mod 𝑘 . . . 𝑝𝑘−1−0 mod 𝑘

𝑝0−1 mod 𝑘 𝑝1−1 mod 𝑘 . . . 𝑝𝑘−1−1 mod 𝑘
... ... . . . ...

𝑝0−(𝑘−1) mod 𝑘 𝑝1−(𝑘−1) mod 𝑘 . . . 𝑝𝑘−1−(𝑘−1) mod 𝑘

⎞⎟⎟⎠ ,

причем 𝛾(1) = 𝑝. Таким образом распределения 𝛾(𝑛) соответствуют со-
стояниям цепи Маркова с матрицей {𝑝(𝑖−𝑗) mod 𝑘}𝑖𝑗. Несложно проверить,
что при 𝑁(𝑝) = 𝐸𝑘 такая цепь является эргодической, а ее предельное
распределение равномерно (в силу того, что матрица {𝑝𝑖−𝑗}𝑖𝑗 бистоха-
стическая, см., например, [2]).

Итак, 𝛾(𝑛) →
(︀
1
𝑘 , . . . ,

1
𝑘

)︀
при 𝑛 → ∞, а следовательно, для любого 𝜀 > 0

найдется такое𝑚, что

max
𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑔
(𝑚)
𝑖 (𝑝, . . . ,𝑝)− 1

𝑘

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Отметим, что используемое в доказательстве леммы 2 свойство
функций 𝑥1 + . . . + 𝑥𝑛(mod𝑘) относится к математическому фольклору.
Более сильная версия этого свойства, относящаяся к произвольным
суперпозициям квазигрупповых операций, доказана в работе [3].

Теорема приближения

Теорема. Пусть 𝑝 = (𝑝0, 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘−1)— 𝑘-мерный стохастический век-
тор, причем 𝑝𝑖 ̸= 1 для любого 𝑖, и пусть 𝜂 = (𝜂0, 𝜂1, . . . , 𝜂𝑘−1)—произволь-
ный 𝑘-мерный стохастический вектор. Тогда для любого 𝜀 > 0 существует
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такая функция 𝑓 ∈ 𝑃𝑘, что

max
𝑖

|𝑓𝑖(𝑝, . . . ,𝑝)− 𝜂𝑖| < 𝜀.

Доказательство. Пусть 𝜂—стохастический вектор, который требуется
аппроксимировать с точностью 𝜀 > 0. Рассмотрим 𝜙—функцию 𝑘-
значной логики от 𝑛 переменных. Определим значения 𝜙 следующим
образом: на ⌊𝜂0 ·𝑘𝑛⌋ наборах положим ее равной 0, на ⌊𝜂1 ·𝑘𝑛⌋ положим ее
равной 1, и так далее: на ⌊𝜂𝑖 ·𝑘𝑛⌋ наборах положимфункцию равной 𝑖 для
всех 𝑖 = 0, . . . , 𝑘 − 2. На всех оставшихся наборах положим функцию 𝜙
равной 𝑘 − 1.

Пусть 𝑢 =
(︀
1
𝑘 , . . . ,

1
𝑘

)︀
—стохастический вектор равномерного распре-

деления. Рассмотрим при 𝑖 6 𝑘 − 2 величину

|𝜙𝑖(𝑢, . . . ,𝑢)− 𝜂𝑖| =
⃒⃒⃒⃒
⌊𝜂𝑖 · 𝑘𝑛⌋

𝑘𝑛
− 𝜂𝑖

⃒⃒⃒⃒
6

1

𝑘𝑛
.

Для 𝑖 = 𝑘 − 1 имеем

|𝜙𝑘−1(𝑢, . . . ,𝑢)− 𝜂𝑘−1| =

⃒⃒⃒⃒
⃒1−

𝑘−2∑︁
𝑖=0

𝜙𝑖(𝑢, . . . ,𝑢)− 1 +
𝑘−2∑︁
𝑖=0

𝜂𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6
𝑘−2∑︁
𝑖=0

|𝜙𝑖(𝑢, . . . ,𝑢)− 𝜂𝑖| 6
𝑘 − 1

𝑘𝑛
6

1

𝑘𝑛−1
.

Отсюдаmax
𝑖

|𝜙𝑖(𝑢, . . . ,𝑢)− 𝜂𝑖| 6 1
𝑘𝑛−1 . Пусть далее 𝑛 таково, что 1

𝑘𝑛−1 <
𝜀
2.

Пусть 𝑝—стохастический вектор, удовлетворяющий условиям тео-
ремы. По лемме 1 существует такая функция ℎ, что 𝑁(ℎ̂(𝑝, . . . ,𝑝)) = 𝐸𝑘.
Положим 𝑟 = ℎ̂(𝑝, . . . ,𝑝).

Из непрерывности 𝜙 по каждой из своих переменных легко выве-
сти, что для любого 𝜀 > 0 существует такое 𝛿 > 0, что для любого
стохастического вектора 𝑣, удовлетворяющего max

𝑖
|𝑣𝑖 − 𝑢𝑖| < 𝛿, имеет

место
max

𝑖
|𝜙𝑖(𝑣, . . . ,𝑣)− 𝜙𝑖(𝑢, . . . ,𝑢)| <

𝜀

2
.

В силу леммы 2 найдется такая функция 𝑔, чтоmax
𝑖

|𝑔(𝑟, . . . , 𝑟)𝑖−𝑢𝑖| 6
6 𝛿. Положим 𝑣 = 𝑔(𝑟, . . . , 𝑟). Тогда в силу выбора функции 𝑔 имеет
место max

𝑖
|𝜙𝑖(𝑣, . . . ,𝑣)− 𝜙𝑖(𝑢, . . . ,𝑢)| < 𝜀

2. Объединяя полученные выше
неравенства, имеем

max
𝑖

|𝜙𝑖(𝑣, . . . ,𝑣)− 𝜂𝑖| 6

6 max
𝑖

|𝜙𝑖(𝑣, . . . ,𝑣)− 𝜙𝑖(𝑢, . . . ,𝑢)|+max
𝑖

|𝜙𝑖(𝑢, . . . ,𝑢)− 𝜂𝑖| <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀.
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Отсюда следует, что искомая функция 𝑓 равна

𝜙(𝑔(ℎ(𝑥1, . . .), . . . , ℎ(. . .)), . . . , 𝑔(ℎ(. . .), . . . , ℎ(. . . , 𝑥𝑀))),

где все переменные, подставляемые в формулу, различны.
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