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OSSZEFOGLALO. Matematika és fizika oktatoként gyakran tapasztalom, hogy az a
tudasbazis, amelyet a hallgatok kozépiskolabol magukkal hoznak, majd az
egyetemen a matematika kurzusokon elsajatitanak, kevésnek bizonyul ahhoz, hogy
a komolyabb matematikai eszkdzoket is alkalmazo szakmai targyak némely
levezetését megértsék. A szamos eset koziil most specidlisan a harmonikus
rezgébmozgas kapcsan felmeriildé matematikai megértési problémakhoz szeretnék
segitségként néhany kiegészitést nyujtani.

ABSTRACT. It is often the case that the mathematical background of our university
students is insufficient to understand the topics of certain subjects. A typical example
of this is the harmonic oscillatory motion in physics. We provide some additional
information to help in discussing it.

1. Bevezetés

E cikk megirasara egy személyes emlék motivalt. Immar tobb mint hiisz éve, egyetemiink
akkori Fizika-Elektrotechnika Tanszékén PhD-hallgatoként magam is bent iiltem Papp Gyorgy
professzor ur Fizika I. targyanak eldadasain. Egyik alkalommal helyettesitenem kellett 6t, és
éppen a csillapitott harmonikus rezgdmozgas témajat kellett eléadnom az akkori
hallgatosagnak. Segitségként megkaptam az 0 sajat kézzel irott jegyzeteit, amelyben a téma
kemény matematikai targyaldssal szerepelt. Megértése sokkal komolyabb matematikai
eldismereteket igényelt, mint amit a hallgatok akkor (és most) a matematika kurzusokon
elsajatithatnak. A harom rezgéssel kapcsolatos téma (harmonikus rezgémozgas, csillapitott
rezgések, kényszerrezgések) differencidlegyenletének megoldasa sokban eltért a matematika
orakon tanult médszerektdl, és a komplex szamok mélyebb ismeretét (pl. az Euler-alakkal valo
szamolast), a komplex fliggvénytanban val6 alapjartassagot is igényelt volna. Nem véletlen hat,
hogy éveken at ez a harom tétel volt az, amelyet a legtobb hallgato visszaadott a vizsgan, ha
véletleniil koziilik hazott. (Holott a teljes levezetés kihagyasaval, csak magéanak a
differencidlegyenletnek a felirdsaval és a megoldasként kapott kinematikai mozgasegyenletek
elemzésével is sz&p osztalyzatot lehetett kapni.)

Akkortajt fizikat és matematikat is oktattam, aztan évekig csak fizikat, s most néhany éve
csak matematikat. Volt alkalmam belelatni néhany tantargy (fizika, elektrotechnika, mechanika
tantargyai) matematikai modszereibe. A tapasztalatom az, hogy azon témak esetén, amelyek
matematikai levezetéseket is igényelnek, modszereiket tekintve sokszor -eltérnek a
matematikabol tanultaktol. Az egyik esetben a levezetésekre nem fektetnek tul nagy hangstlyt,
azokat atugorva legfeljebb hivatkoznak ra, hogy ,,a matematikabdl tanult médon” ez és ez a
végeredmény adodik, vagy csak az eredményt kozlik, majd a ,behelyettesitéssel
meggydzddhetiink ennek helyességérdl” kijelentéssel 1épnek tovabb. Ilyenkor annak ellenére,
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hogy matematikdbdl hivatkozunk ra, hogy az éppen tanitott anyag hol keriilhet el a
gyakorlatban, de legalabb is tovabbi tanulmanyaik soran, a hallgatonak az a téves érzete
tamadhat, hogy a matematikdra nincs is sziikkség a szakmai életben. A masik eset ennek
ellenkezdje, amikor a levezetés nagyobb matematikai alaptudast igényelne, mint amellyel a
hallgaté rendelkezik. Igy az elhangzottakat nem tudja mar meglévé ismerethez kétni, az (j
anyag ,,10g a levegdben”, a levezetés megértése helyett kénytelen azt bemagolni. Az igy
megszerzett tudasbol aztan hianyzik az az algoritmikus gondolkodasmod, amely lehetdvé teszi,
hogy mas hasonl6 problémakra is alkalmazni tudjuk.

Terjedelmi okokbol nincs lehetdéségem mindazon hidnyossagok bemutatdsara, amelyek
egyetemiink hallgatoi szamara nehézz¢ teszik egy-egy téma megértését. A fenti személyes
emlék miatt a harmonikus rezgdmozgas, mint oktatandd téma kicsit a szivemhez nétt. Ezért
ehhez a témadhoz kapcsoloddan szeretnék radmutatni azokra a hidnyzd matematikai
anyagrészekre, amelyek jelenleg nem szerepelnek a tananyagban, ismeretiik viszont
elengedhetetlen a targyalasmod megértése szempontjabol.

2. A harmonikus rezgémozgas szokasos matematikai leirasai

2.1. Kinematikai targyalasmod - a kozépiskolakbol hozott ismeret

A harmonikus rezgémozgasrdl szinte mindenkinek a rugora akasztott test mozgasa jut
eszébe. Maradjunk is ennél az egyszerti esetnél, amikor a tdmegpont egy egyenes mentén végez
rezgést. Kozépiskoldkban a mozgas kinematikai leirdsa soran a kitérés-ido, a sebesség-1do és a
gyorsulas-id6 fliiggvényeket azon felismerés alapjan vezetik le, hogy minden rugoéra akasztott
test mozgasdhoz hozzarendelhetd egy olyan egyenletes kormozgas (az Un. referencia
kormozgas), amelynél a kormozgast végzd pontnak €s a rugdn mozgd pontnak a korpalya
sikjaba esd fliggdleges egyenesre esd vetiiletei egybeesnek. Vagyis a rugora akasztott test
kitérés-, sebesség- €s gyorsulds-ido fliggvényei megegyeznek az egyenletes kormozgast végzo
pont vetiiletének ugyanezen fliggvényeivel. A mozgasok Osszehasonlitasara a vilaghalon tobb
bemutatd anyag is talalhato (pl. [1], [2]), s a levezetések is tobb tankonyvben olvashatok (pl.
[3]1, [4], [5]). Ezek alapjan a rugdra akasztott test kitérés-ido fiiggvénye:

x(t) = Asin(wt + ¢,), (1)

ahol A a mozgas amplitadoja, vagyis a maximalis kitérés, w a referencia kormozgas
szogsebessége, amit a harmonikus rezgémozgasnal korfrekvencianak neveziink, ¢, pedig a
fazisallando6, mas néven kezdofazis. Ez utobbi fligg attol, hogy a mozgast mely iddpillanatban
kezdjiik vizsgalni. A szinusz argumentuma a mozgas fazisa. Itt vezetik be a rezgésidé vagy
periodusidé és a frekvencia fogalmat és kifejezéseit is. Ez a harmonikus rezgémozgas
kinematikai megkozelitése, azok az 6sszefliggések, amelyeket a kdzépiskolabol jott hallgatok
magukkal hoznak, ismernek.

Mitdl ,,harmonikus” ez a rezgés? Pontosan attol, hogy a kitérés az id6 szinuszos fiiggvénye.
A harmonikus rezgést mas néven szinuszrezgésnek is nevezik (Id. [6] 37. old.) Tégabb
értelemben harmonikus rezgésrdl akkor beszéliink, ha a mozgas valamely jellemzdje, példaul
a koordindta az idének szinuszos vagy koszinuszos fliggvénye ([7] 8. old.). Ezek alapjan
barmely fizikai mennyiség, amelynek iddbeli valtozasat az

x(t) = Asin(wt + ¢@,) vagy az x(t) = B cos(wt + ¢,)

kifejezés valamelyike irja le, harmonikus rezgést végez. Az x(t) nem csak a rugéra akasztott
test kitérése lehet, hanem tobbek kozott a matematikai (fonal-) és a fizikai inga szogkitérése, a
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torzids inga elcsavarodasi szoge, valtakoz6 aramti halézatoknal az aramerdsség vagy a
fesziiltség, a kondenzatorlemezeken tarolt toltésmennyiség vagy a lemezek kozotti elektromos
térerdsség, a tekercsben felépiild magneses indukcid, stb. Ezekben a mennyiségekben az a
k6zos, hogy hasonld matematikai apparatussal irhatok le, vagyis ha egyet megtanultunk

crer

2.2. Dinamikai targyalasmadd és annak matematikai kiegészitése

Elészor szogezziik le, hogy a tovabbiakban is csak az ugynevezett egy szabadsagfoku
mechanikai harmonikus rezgésekrdl lesz szd, amikor a pontszeriinek tekintett test egy egyenes
mentén mozdul el, és ennek is azzal a legegyszerlibb esetével foglalkozunk, amikor a
rezgémozgast végzO pontra nem hat sem csillapitd, sem kényszerer6. Ezt a mozgast
csillapitatlan szabadrezgésnek is nevezik.

A mozgas vizsgalatat a dinamika alapegyenletébdl kiindulva végezziik. Ez a targyalasi mod
egyik szép példaja a masodrendli, linearis, allandd egyiitthatos differencidlegyenletek
alkalmazasanak, melyet a Matematika 1. tantargy eléadasan be is mutatunk ([8], 72-73. old.).
Hogy az anyagot egyben lassuk, fussunk most at ezen a levezetésen!

A rugd legyen vizszintes helyzetli, a hozza rogzitett tomegpont pedig surldéddsmentes
feliileten mozogjon. Egyensulyi helyzetben a test nyugalomban van, a rug6 nyujtatlan. Az x-
tengelyt célszerli a rugd hossziranyaban, kezddpontjat pedig a test egyensulyi helyzetében
felvenni. Ha a testet kitéritjiik ebbdl a helyzetébdl, megnyujtva (vagy 6sszenyomva) ezzel a
rugot, akkor rd egy a kitéréssel aranyos, vele ellentétes irdnyu erd hat, melynek alakja

F = —Dx,

ahol D -t most nevezziik rugoallandonak. (Megjegyzés: D elnevezése nem egységes a
szakirodalmakban, tankonyvekben. Bosznay a [7] 16-17. oldalan c-vel jelolve D reciprokat
hasznalja a képletben €s azt nevezi rugdallandonak. [6] 71. oldalan a linedris erdtérvényben
mar a D jelolést talaljuk direkcids eré megnevezéssel, mig a rugoallando kifejezést itt is ennek
reciprokaként emliti. Az Gjabb [4] tankOnyv 19. oldalan szintén csak a D jelolés fordul el6 a
reciprok megemlitése nélkiil, direkcios allandonak nevezve azt, és zardjelben, mintegy
szinonimaként teszi mellé a rugoallando kifejezést.) Elengedve a testet a kitérés idoben valtozni
fog. A cél a kitérés id6beli fliggésének, azaz az x(t) fliggvénynek a megadisa. Newton II.
torvénye (), F = ma) alapjan felirva a dinamika alapegyenletét, figyelembe véve, hogy a
gyorsulas a kitérés id6 szerinti masodik derivaltja (a = X), az

mx = —Dx

differencidlegyenlethez jutunk. A tomeggel leosztva, az egyenletet dtrendezve €s bevezetve az

w = \/gjelélést, kapjuk az
i+ w’x=0 (2)

masodrendi, lineéris, dllando egyiitthatdos homogén differencidlegyenletet. Eddig volt a fizika,
most jon a matematika. A karakterisztikus egyenlet:

A+ w? =0, (3)
melynek megoldasa egy komplex konjugalt gyokpar:

/11[2 = ilw. (4)
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Ezzel a differencidlegyenlet altalanos megoldasa:
x(t) = ¢, cos(wt) + ¢, sin(wt). (5)

A végeredményt a [8] jegyzet egy specialis kezdeti feltétel esetén adja meg, nevezetesen
amikor az iddt a test elengedésének pillanataban kezdjiikk mérni. Ekkor a kitérés maximalis,
azaz A, a sebesség pedig nulla. Ezzel a kitérés-id6 fliggvény:

x(t) = A cos(wt).

A példa eddig tart. A levezetés didaktikailag is korrekt, hiszen minden 1épés csak olyan
ismereteket igényel, melyet a hallgatoknak el6tte mar atadtunk illetve kozépiskolaban mar
atadtak. Abban a hallgatoban, aki még emlékszik a kozépiskolaban tanult (1) 6sszefliggésre,
felmeriilhet a kérdés, hogy miért nem azt kaptuk meg. Valaszként mondhatjuk, hogy a
,koszinusz fliggvény is szinusz, csak el van tolva n/2-vel” (gondoljunk a két szogfliggvény
grafikonjara €s a fliggvénytranszformaciokrol tanultakra!), vagyis ez a megoldas atirhato az

x(t) = Asin (wt + g)

alakra, ahol /2 a kezd6fazis. Ha a témat tovabbra is didaktikusan kivanjuk targyalni, akkor
meg kell mutatnunk azt is, hogy nem csak ennél a specialis inditasnal, hanem tetszéleges
kezdeti feltételek esetén is az (1)-gyel megegyezd alaku kitérés-ido fliiggvényt kapunk. Ehhez
a kezdeti feltételeket a kovetkezd altalanos alakban vegyiik fel:

x(0) = x, }
v(0) =x =vy) (6)

A t = 0-t behelyettesitve az (5) altalanos megoldasba c¢; = x, adodik. Ezt behelyettesitve
ugyanoda, majd derivalva a kifejezést kapjuk a sebességet:

x(t) = —wx, sin(wt) + wc, sin(wt).

Ebbe helyettesitve a sebességre vonatkozd kezdeti feltételt ¢, = 1;—0 adodik. Ezzel a (2)
differencialegyenlet megadott altalanos kezdeti feltételeket is kielégito partikularis megoldasa:

x(t) = x, cos(wt) + Z—OSin(wt). (7)

Ez a mozgasnak sem az amplitiddjarol, sem a kezd6fazisarol egyelére még nem arul el
semmit, viszont azok lényegesebb informdciét hordoznak a mozgasrdl, mint az, hogy egy
onkényesen valasztott 0 iddpontban mennyi a kitérés €és a sebesség. Ez is indokolja a kifejezés
atalakitdsanak sziikségességét, méghozza didaktikai okok miatt olyan eszk6zok haszndlataval,
amelyeknek a hallgato feltehetden mar birtokaban van. Ehhez hajtsunk végre egy egyszeriien
megérthetd trigonometrikus atalakitast! Tekintsiik az 1. bran 1athato derékszogii haromszoget,
amelynek két befogoja a (7) kifejezés jobb oldalan a szinusz és koszinusz fliggvények
egyiitthatoi, az x, oldallal szemkozti sz0g pedig legyen ¢,. Ekkor Pitagorasz tétele alapjan az

2
atfogd /xg + (’;—") lesz.
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Az abrabol az is lathato, hogy
sin @, = ——=2—, és COS @, = e (8)
0o — B 0 — '
Jxi(22)’ Jxg ()
Emeljiik ki a (7) egyenlet jobb oldalan az atfogonak megfeleld kifejezést, majd
helyettesitsiik be az egyiitthatok helyére (8) alapjan a ¢, szogfiiggvényeit!

Yo
w

x(t) = "x2+ %)* —= cos(wt) + —2—
0 (w) ,x§+(%") m
x(t) = /xg + (:—0)2 [sin @, cos(wt) + cos @, sin(wt)].

A szogletes zarojelben allo kifejezés (1d. Fiiggvénytablazat vagy az Intézet altal kiadott
Képletgyiijtemény) éppen sin(wt + ¢,), az atfogonak megfeleld kifejezést pedig A-val jeldlve
(1)-et kapjuk. Tehat a kezdeti feltételekb6l a mozgas amplitaddja és kezd6fazisa az alabbi két

sin(wt) |,

Osszefliggéssel hatarozhato meg:

_ Xo XoWw
P =v =
» )}

Megjegyzés: Az elobbi gondolatmenet az alabbi trigonometrikus azonossag levezetésének

egy specialis esete:
acosy + bsiny = csin(y + a),

ahol
¢ =VaZ ¥ bZ,

a
tg(l = ;

Felmeriilhet az a kérdés is, hogy ha eddig a rugoéra akasztott test mozgasat ugy figyeltiik

meg, hogy a rugo fliggéleges helyzetli volt (nyilvan, hiszen igy a legegyszeriibb bemutatni a
rezgést), akkor miért nem igy targyaljuk a dinamikajat is. Targyalhatnank igy is, mint ahogyan



56 Barta Edit

a [9] videoban Papp Gyorgy is targyalja, de akkor a mozgo testre nem csak a rugderd hat, hanem
az mg nagysagu, lefelé¢ iranyuld nehézségi erd is. Ezzel egyiitt kell felirni a dinamika
alapegyenletét tigy, hogy most az X-tengely kezd6pontjat nem a rugd nyujtatlan allapotéban,
hanem a test egyensulyi helyzetében vessziik fel. Egyszertsitések utdin a megoldando
differencidlegyenlet ugyanaz lesz, mint a vizszintes esetben volt, csak a rezgés kozéppontja
tolodik el a nyujtatlan allapotbdl az egyensulyi allapotba.

Hallgat6ink legkdzelebb kozel fél év mulva taldlkoznak Gjra a harmonikus rezgdmozgassal,
immar fizika 6rakon. Itt a [9]-hez hasonlo élvezetes eldadasban lehet résziik, de ugyanezt a
levezetést megtalalhatjuk a [10] és [11] interneten elérhetd tananyagokban is.

Itt az el6ado illetve a szerzok a differencidlegyenlet megoldasanak mélyebb szintjére
nyulnak vissza. Hallgatoinknak mind6ssze annyi el@ismerete van, hogy az y(x) fiiggvényre
felirt masodrend, linearis, alland6 egyiitthatés homogén differencialegyenlet megoldasa soran
a karakterisztikus egyenlet két valos (4, és A,), egy valos (1) vagy két komplex (4,, = a +
Pi) gyokét e harom esetnek megfelelden rendre az

y(x) = cieM¥ + ¢ ete”, ©)
y(x) = c;e™ + c,xe?*, (10)
y(x) = e**[c, cos(Bx) + ¢, sin(Bx)] (12)

képletekbe kell behelyettesiteni ([8] 71-72. old.). Az, hogy miért, annak levezetése ma mar nem
képezi a matematika targy anyagat. Tobb mint tiz évvel ezeldtt, amikor még magasabb
oraszamban hallgathattak egyetemiink hallgatéi a matematikat, a masodik szemeszterben
oktatott Matematika II. targy akkor hasznalatos jegyzetében a levezetés szerepelt ([12] 265-
267. old.), és szamonkért tananyag volt. Habar a differencidlegyenletek oktatasa mar akkor sem
feltétlentil el6zte meg azokat a fizika eldadasokat, ahol mar alkalmazasuk is eldkertilt, tehat a
megértést legfeljebb utolag segithette. Sajnos a tobb mint tiz éve tartd ismételt oktatas
atszervezések, tantervi halé médositasok és a matematika targyainak, éraszamainak folyamatos
¢s drasztikus csOkkentése révén sok értékes és hasznos tananyag kikeriilt az oktatott témak
kozil. Tobbek kozott a (9)-(11) képletek levezetése és a komplex szamok Euler-alakja is. Az
utobbi egyik fontos alapismeret az elobbi megértéséhez. igy a fizika eléadason elhangzokhoz
hianyoznak azok az eldismeretek, amelyek alapjan a hallgatd kdvetni tudna az ottani
gondolatmenetet. A [9]-ben elhangzd és [10], [11]-ben olvashato levezetést szeretném most
kiegésziteni, remélve, hogy ez segitséget jelent a hallgatoknak a konnyebb megértéshez.

A kérdés végeredményben az, hogy hogyan kapjuk a (3) karakterisztikus egyenlet két
komplex gyokébdl az (5) fliggvényt mint a (2) egyenlet altalinos megoldasat? A problémat
vizsgaljuk kicsit altalanosabban, amikor is a kiindulé differencidlegyenletb6l nem hidnyzik a
keresett fliggvény elsé derivaltjaval ardnyos tag sem. Anndl is inkdbb indokolt ez a bévebb
vizsgalat, mivel a csillapitott rezgések egyik tipusdnak is pontosan ilyen alaki a
mozgasegyenlete. Altalinosan egy x(t) fiiggvényre felirt masodrendii, linearis, alland6
egyiitthatos homogén differencidlegyenlet megoldasat az

x(t) = et

alakban keressiik. Ennek kétszeri derivalasaval és a kiinduld egyenletbe vald behelyettesité-
sével, e*t kiemelésével kapjuk a karakterisztikus egyenletet, melynek a megolddsa abban az
esetben, ha a diszkriminans negativ, két komplex szdm, amelyek egymasnak konjugiltjai.
Altalanos alakjuk:

Ao =axpi.
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gy az et alakban keresett két fiiggetlen megoldas

321 (t) =e (a+ﬁi)t,

%,(6) = e(@ b, (12)

A feliilvonas arra utal, hogy a megoldasok komplex fliggvények.
A hallgatoban joggal meriil fel a kérdés, hogy hogyan értelmezziik ezeket a kifejezéseket.
Itt mertil fel a komplex szdmok Euler-alakja ismeretének az igénye.

Kitéré: A komplex szamok Euler-alakja. Ehhez az e* fiiggvény MacLaurin-soraig kell
visszanyulnunk ([8] 35. old.):

2 3 4
e*=1+x+>+=+>+.
2! 3! 4!

Ebbb] a sorbol szarmaztathatjuk az e™* sorat ([13] 105. old. és pl. [14] 152. old.) oly médon,
hogy a sorban x helyére ix-et irunk:

(ix)? n (ix)3 | (ix0)*

e =1+ix+
2! 3! 4

A szamlalokban tényezdnként elvégezziik a hatvanyozast. A paros kitevdji hatvanyokat
tartalmazo tagok valosak lesznek valtakozo6 eldjellel, aszerint, hogy az i kitevdje néggyel osztva
2 vagy 0 maradékot ad-e. A paratlan kitevoji tagok egylitthatoi viszont +i vagy - i lesznek,
attol fliggden, hogy a kitevo néggyel osztva 1 vagy 3 maradékot ad-e.

5 6

2 3 4 7
i . X . X X . X X . X
elx—1+lx___l_+_+l____ _+"'.
2! 3! 4! 5! 6! 7!

Ez alapjan a sor felirhato egy csak valos €s egy csak képzetes tagokat tartalmazé részsor
Osszegekeént:

. 6 3 5 7
em:@_i+£_£+m%4@_i+i_i+m)

Az elso zarojelben (valds tagok) szerepld sor éppen a cos x, a masodik zarojelben (képzetes
tagok) 1évo sor pedig a sin x fliggvény MacLaurin-sora:

e = cosx + isinx. (13)

Ezt az Osszefiiggést Euler-egyenletnek hivjuk ([14] 152-153. old.) Ez alapjan az e®*F!
exponencialis alakban megadott komplex szam a kovetkez6 modon irhato fel trigopnometrikus
alakban:

e Pl = . gBl = ¢%(cos B +isin ).
Az e® pozitiv valds szam éppen a komplex szam abszolit értéke, § pedig az argumentuma.

Ezeket rendre a szokasos r-rel és @-vel jeldlve a trigonometrikus és az exponencialis alak
kozotti 6sszefliggeés felirhato az

r(cos @ + isin @) = re'®

alakban. A jobb oldalon szereplé exponencialis alakot nevezik a komplex szamok Euler-
alakjanak.
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Mindkét alak a szam abszolut értékérdl és argumentumaro6l hordoz informaciot. Az Euler-
alakkal a komplex szamok szorzésara, osztdsara, hatvanyozasara vonatkozo szabalyok annyival
egyszeriibben levezethetok, mint amennyire az azonos alapt hatvanyokra vonatkozo
azonossagok egyszeriibbek a trigonometrikus azonossagoknal. Elénye még, hogy
alkalmazasahoz kevesebb karakter lelitése (leirasa) sziikséges.

Szakirodalmakban a szinuszosan valtakozé mennyiségek komplex szamokkal torténd
leirasa esetén egyszer(ibb kezelése miatt gyakrabban alkalmazzak az Euler-alakot, mint a
trigonometrikust (Id. pl. [7] 9-10. old. és [14] 38. old.).

A matematikai kitéré utan térjiink vissza a linearis differencialegyenlet (12) szerinti két
fiiggetlen megoldasara. Ezek a kdvetkezo alakban irhatok fel:

%, (t) = e - et = e [cos(Bt) + i sin(St)],
%,(t) = e - e7It = e%[cos(—pt) + i sin(—pt)] = e*[cos(Bt) — i sin(Bt)].

A masodik megoldasnal kihasznaltuk a koszinusz fliggvény paros, a szinusz fliggvény
paratlan voltat. Ha egy komplex fliggvény megoldasa a valos egyiitthatds linedris egyenletnek,
akkor [12] 267. oldala alapjan annak valos és képzetes része kiilon-kiilon is megoldasai az
egyenletnek. {gy a két fiiggetlen, most mar valds megoldas:

x,(t) = e“ cos(pt)
x,(t) = e* sin(Bt).

Ezek lineéris kombindcioi adjak a kiinduld differenciadlegyenlet altalinos megoldasat:

x(t) = e*[c, cos(Bt) + ¢, sin(Bt)],

ami éppen a (11) Osszefliggés. A csillapitatlan szabadrezgés (2) mozgasegyenlete (3) szerinti
karakterisztikus egyenletének (4) komplex gyokeinek zérus a valds része, igy a két fiiggetlen
megoldasbol az exponencialis tényez6 kiesik, igy kapjuk (5)-6t altalanos megoldasként.

A [9] eléadason a lineéris differencidlegyenlet altalanosan levezetett végképletébe valo
behelyettesités helyett egy masik gondolatmenettel jutunk a harmonikus rezgémozgas (1)
végeredményéhez. A karakterisztikus egyenlet (4) szerinti két komplex megoldasat egybdl az
et alakban keresett megoldasba helyettesitjiik, és ezek linearis kombinacidiként keressiik az
adott kezdeti feltételeket is kielégité valos megoldast:

x(t) = 8!t + ¢ et (14)

Az igy felirt altalanos megoldasban viszont a konstansoknak is komplexeknek kell lennitik,
hogy a végeredmény valos legyen, ami hallgatéink szdmara meglepd lehet, hiszen ilyesmivel
nem talalkoztak matematika orakon.

A konstansok meghatarozasa kétféle modon is torténhet. Az egyik az, ahogyan a fizika
eléadason lathatjuk. Ez esetben a két konstanst a

a ia

c; =—e
17

— _ 49 -ia
C;=—e
alakban vessziik fel. Miért? Mert ez vezet célhoz. Ez is ,,10g a levegdben”, egyszerlien be kell
magolni az alakot. Ezt (14)-be helyettesitve, a -t kiemelve, az exponencialis tényezoket
Osszevonva, végiil felhasznalva a
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elx+e—lx

z (15)

CosSx =

sinx =
azonossagok koziil az utobbit, adodik az
x(t) = asin(wt + a)

partikularis megoldés. Ez alakilag ugyanaz, mint (1), a -val az amplitadot, a-val a kezd6fazist
jeloltik.

Az a kis hianyossag van még a levezetésben, hogy a matematikai ,,emlékezteté”’-ként felirt
(15) azonossagok szintén nem fordulnak el matematika oran, tehat elvileg nem tekinthetjiik
ismertnek. A (13) Euler-egyenletet e~*-re is felirva az

e = cosx +isinx }
e ™™ =cosx —isinx

két egyenlet adodik. Ezeket 6sszeadva €s kivonva egymasbol, és a kapott egyenleteket rendre
2-vel és 2i-vel elosztva kapjuk a (15) azonossagokat.

A (14) altalanos megoldasban a c; és ¢, konstansokat az elsére talan 1égb61 kapottnak tiin
felvétel helyett a mar ismertetett moédon a (6) szerinti

x(0) = xo}
v(0) = v,

két kezdeti feltétel behelyettesitésével is meghatarozhatjuk. Az elso feltételbdl a
c1+ ¢ =xg (16)

egyenlet adodik. A masodik feltétel felhasznalasahoz (14)-et derivalva kapjuk a sebességet:

v =x(t) = cyiwe'®t — cyiwe™It,
Ebbe helyettesitjiik be a masodik feltételt, amire a
E—) Yo
G- G= iw w !

X0 Vo
Cl -_

2 2w

X0 Vo
Cp="+—"2

2 2w

Ezeket a (14) altalanos megoldasba helyettesitjiik, az exponencialis tényezoket atirjuk
trigonometrikus alakba, majd a beszorzasokat elvégezve, Osszevonva pontosan a (7)
partikularis megoldast kapjuk. Innen az amplitidéval és kezddfazissal megadott megoldast a
fent ismertetett atalakitassal tehetjiik meg.

Ezekkel a kiegészitésekkel remélhetdleg sikeriilt a harmonikus rezgdmozgas targyaldsa
sordn ismertetett levezetéseket érthetdbbé tenni, az ehhez sziikséges matematikai ismereteket
kipotolni.
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Megjegyzés: Most ugyan csak a rugora akasztott test mozgasat vizsgaltuk, de ugyanugy
harmonikus rezgémozgas alakul ki minden, a rugderéhdz hasonlé alaku erd hatasara. Ezeknek
az er6knek tobbféle megnevezése ismert: rugalmas erd, harmonikus erd, kvazielasztikus ero.
Ha a linearis harmonikus rezgémozgast altalainosabban akarjuk targyalni, akkor a rugoéra
jellemz6 rugdallando D jele helyett gyakran alkalmazzak a k jelo1ést mint aranyossagi tényezot
(F = —kx), amely mozgastipustol fiiggden mas és mas fizikai tartalommal bir. Barmilyen
harmonikus rezgést vizsgalunk is, a mozgas differencialegyenlete minden esetben (2) alakura
hozhat6. Az allitas forditva is igaz, minden olyan mozgas, amelynek a differencialegyenlete (2)
alakura hozhat6, harmonikus rezgdmozgas lesz, melynek a megoldasa (1) alakt, ahol A-t és
@o-t a kezdeti feltételekbol hatarozhatjuk meg.

3. Osszefoglal6

A harmonikus rezgémozgas legegyszeriibb tipusanak példajan keresztiil mutattam ra arra,
hogy milyen sok matematikai eldismeret sziikséges egy-egy tantargy témainak megértéséhez.
Az adott targyalasmdd sok esetben olyan ismeretekre is épiil, amelyeknek a hallgaté 6nhibdjan
kiviil nincs a birtokdban. Tanuldaselméleti kutatdsok bizonyitjdk, hogy az Uj anyag akkor
sajatithato el konnyen és jol, ha a tanuld fejében mar vannak olyan eldismeretek, amelyekhez
lehet azt kotni. Ezek hidnyaban az 0j anyag 16g a levegdben, megértése és beépiilése helyett
bemagolassal tanulhato meg, amely igy alapok nélkiili, rovidéleti tudast eredményez.

A harmonikus rezgdmozgést megértve elsajatitani akaro tanuld fejében szamos ponton
meriilhet fel hidnyérzet és ehhez kapcsolodd kérdés. Elsé az, hogy a matematika orakon
példaként bemutatott differencidlegyenlet megolddsa miért nem egyezik a kozépiskolaban
tanulttal? A kovetkezd pedig: a fizika 6ran bemutatott megoldasi modszer miért tér el a
matematikabol tanulttol? Ha ott Gigy tanitottak, akkor itt miért nem Ggy alkalmazzuk? Es
forditva: ha itt igy alkalmazzuk, akkor ott miért nem ezt a modszert tanitottak? Hogyan
értelmezziik az e'®t kifejezést?

Bizom benne, hogy a komplex szdmok Euler-alakjanak bemutatdsaval és a tobbi kisebb
kiegészitéssel sikeriilt a hianyz6 ismereteket potolni, a kétféle megoldasi modszert
Osszeegyeztetni. A csillapodd rezgések ¢s a kényszerrezgések targyaldsa ezekkel a
kiegészitésekkel mar konnyebben érthetd, €s igy talan hallgatéink sem félnek majd e harom
tétel koziil huzni.
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